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Abstract. In the circle in-line packing problem, we have a list of circles that
must be placed side by side over a horizontal line, so that each circle touches the
line only at its lowest point. The objective is to minimize the distance between
the leftmost and the rightmost points of the circles that define the extremes of
the packing. In 2018, [Diirr et al. 2018] presented a QPTAS for the particular
case where the itens are isosceles right triangles. In this text, we present an
adaptation of the QPTAS to the circle in-line packing problem.

Resumo. No problema de empacotamento de circulos em linha, é dada uma
lista de circulos que devem ser dispostos lado a lado sobre uma linha hori-
zontal, de forma que cada circulo toque a linha somente em seu ponto mais
baixo. O objetivo é minimizar a distdncia entre os pontos mais a esquerda e
mais a direita dos circulos que definem os extremos do empacotamento. Em
2018, [Diirr et al. 2018] mostraram um QPTAS para o caso em que os itens
sdo triangulos retangulos isosceles. Neste texto, apresentamos uma adaptagdo
desse QPTAS para o problema de empacotamento de circulos em linha.

1. Introducao

Os chamados problemas de empacotamento formam um amplo conjunto de problemas de
otimizacao. De forma geral, em um problema de empacotamento, temos um conjunto de
itens pequenos, um recipiente grande e desejamos arranjar os itens nos recipientes. O pro-
blema que abordamos neste trabalho tem circulos como itens. H4 tempos, discos e esferas
despertam interesse de pesquisadores em dreas tedricas. A famosa conjectura de Kepler
[Kepler 1611], que versa sobre a densidade maxima de um empacotamento de esferas
1dénticas no espaco tridimensional, data de 1611 e permaneceu aberta por quase quatro
séculos. A primeira prova formal foi dada em 2006 por [Hales and Ferguson 2006]. Mais
recentemente, [Viazovska 2017] publicou um trabalho sobre empacotamento 6timo de es-
feras em 8 dimensdes e, posteriormente, [Cohn et al. 2017] estenderam o resultado para
24 dimensdes. Embora existam muitos estudos sobre empacotamento de formas circula-
res sob diferentes abordagens matematicas, no contexto de algoritmos de aproximacao,
ndo encontramos trabalhos com a mesma abundéncia. Ao leitor interessado em técnicas
de empacotamento de circulos e esferas nesse contexto, recomendamos o trabalho de
[Miyazawa and Wakabayashi 2022].

Problemas de empacotamento de circulos também aparecem na pratica. Em
telecomunicagdes, por exemplo, podem modelar problemas envolvendo drea de cobertura
de torres de sinais e distruibuicdo de frequéncias. Neste texto, abordamos o problema de
empacotamento de circulos em linha (ECL). A entrada € uma colecdo de circulos, os quais
queremos posicionar sobre uma linha horizontal da seguinte forma: ndo ha sobreposicao



Figura 1. Um exemplo de empacotamento de circulos em linha.

entre quaisquer dois circulos e todo circulo estd acima da linha, tocando-a em exatamente
um ponto. O objetivo é minimizar o makespan, i.e., a distancia entre o ponto mais a es-
querda e o ponto mais a direita dos circulos que definem, respectivamente, 0s extremos
esquerdo e direito do empacotamento. Veja Figura 1. [Diirr et al. 2018] estudaram esse
problema tridngulos retdngulos isésceles. Eles mostraram uma 3/2-aproximagdo e um
QPTAS. [Alt et al. 2018] investigaram a versdao do problema para circulos, para a qual
apresentaram uma 4/3-aproximagdo. No mesmo trabalho, os autores indicaram que a
estratégia utilizada por Diirr et al. no QPTAS para tridngulos poderia funcionar também
na versao com circulos. Nesse trabalho, nds apresentamos uma adaptagdo da estratégia,
confirmando que, de fato, existe um QPTAS para o problema ECL. O restante do texto
estd organizado da seguinte forma. Na Secao 2, apresentamos uma adaptacao do QPTAS
para circulos e na Secdo 3, oferecemos consideragcdes sobre trabalhos futuros.

2. Um QPTAS para o Problema de Empacotamento xsde Circulos em Linha

A entrada do problema ECL € uma colecdo de circulos identificados pelo conjunto Z =
{1,...,n}, sendo r; o raio do circulo i € Z. Um empacotamento em linha P de Z é uma
disposi¢ao dos circulos sobre o eixo x do plano euclidiano, tal que: 1) ndo ha sobreposi¢io
entre circulos e, 2) todo circulo ¢ € 7 toca o eixo em exatamente um ponto, o qual
chamamos de posicdo base e denotamos por b;. Sem perda de generalidade, definimos
o extremo esquerdo do empacotamento na origem do plano. Assim, o makespan de P,
denotado por | P|, é dado por max;c7(b; + r;). A seguir, apresentamos o QPTAS.

O primeiro passo do algoritmo € particionar a instancia em dois conjuntos, um de
circulos grandes e outro de circulos pequenos, e empacota-los de forma independente. Os
pequenos sdo empacotados por um algoritmo de aproximagao de fator constante. Para
os grandes, a ideia é considerar as diferentes maneiras como podemos empacotar um
conjunto de circulos. Note que um empacotamento em linha pode ser descrito como
uma sequéncia dos circulos que o compdem. Assim, € possivel limitar a quantidade de
candidatos a empacotamento pelas permutagdes do conjunto de circulos que queremos
empacotar. Contudo, enumerar tais candidatos € invidvel. Para limitar o espaco de busca,
restringimos as posicdes base possiveis em um empacotamento a um conjunto finito de
pontos. Essa limitacdo pode levar a um aumento no makespan, contudo, como mostramos
mais adiante, esse aumento é pequeno. Com isso, o que queremos ¢ distribuir um conjunto
de circulos entre um conjunto de pontos.

Dada a defini¢cao do makespan e, dado que devemos minimiza-lo, ao construir um
empacotamento, buscamos sempre posicionar os circulos o qudo mais proximo da origem
quanto possivel, sem causar sobreposi¢do. Suponha que temos um empacotamento de
um subconjunto de circulos e vamos adicionar o préximo circulo ao final dele. Assim,
se existe um circulo ja empacotado cujo raio € igual ao do circulo sendo adicionado, o
segundo sempre serd posicionado a direita do primeiro. Logo, ao adicionar um circulo
no final do empacotamento que ja temos, basta garantir que ele nao sobrepde os circulos



mais a direita de cada raio diferente. Dessa forma, dado um empacotamento, consegui-
mos construir um novo empacotamento contendo um circulo a mais (adicionado ao fim
do empacotamento anterior), sabendo apenas as posi¢des base do circulo mais a direita de
cada raio diferente, em tempo polinomial no tamanho da entrada. Veremos que as possi-
bilidades de empacotamento podem ser limitadas a uma quantidade quasi-polinomial no
tamanho da entrada. A seguir, mostramos uma apresenta¢ao mais formal dessas ideias.

Sejam Z = {1,...,n} uma instancia do ECL e £ > 0, uma constante. A instincia
é particionada em um conjunto de circulos pequenos, S = {i € Z | r; < erpax/n}, em
que Tmayx € 0 raio do maior circulo de Z, e um conjunto de circulos grandes, L = Z \ S.
Os raios dos maior e menor circulos de L sdo denotados por 2, _erk.  respectivamente.
Os circulos de S sdo tdo pequenos que € suficiente empacotd-los com um algoritmo de
aproximacao constante e concatena-los em um empacotamento dos grandes, o qual des-
crevemos a seguir. O primeiro passo € a discretiza¢ao do eixo x. Definimos um conjunto
de pontos B = {0, k, 2k, ..., [n?/e]k}, sendo k = erk _/n. Assim, |B| = [n?/e] + 1.
O préximo lema garante que € possivel transformar um empacotamento 6timo em um em-
pacotamento restrito aos pontos de B, com apenas um pequeno aumento no makespan.
Lema 1. Seja P* um empacotamento otimo de L. Restringir as posicoes base ao conjunto
B aumenta o makespan em O(c)|P*|.

A principio, a quantidade de raios diferentes pode ser até n (uma instancia em que
todos os circulos sao distintos). Para diminuir o nimero de raios diferentes, arredondamos
(para cima) os raios dos circulos. Sem perda de generalidade, reescalamos os circulos de
L de forma que rZ, = 1. O lema a seguir garante que existe um arredondamento dos
circulos grandes que gera apenas um pequeno aumento no makespan.

Lema 2. Seja P* um empacotamento otimo de L. Arredondar os circulos tal que
7, = min (rk,(1+e) k(1 +e) > r;, 0 € {0,1,2,...}) aumenta o makespan em
O(e)|P7|.

Agora, queremos construir um empacotamento 6timo dos circulos de L arredon-
dados utilizando apenas pontos do conjunto B como posi¢des base. O nimero de raios
diferentes apés o arredondamento é 7' = [log, . rL. | + 1 < [log,,.(n/e)] + 1. De-
finimos uma configurag¢do como uma tupla (py, ..., pr) em que cada p; indica a posi¢do
base do circulo mais a direita do i-ésimo raio diferente, i = 1, ...,7T. Denotamos por C o
conjunto de todas as configuracdes. Vamos obter um empacotamento de L por partes, via
uma programacao dindmica descrita a seguir.

Algoritmo 1. Particionamos L em um subconjunto Ly C L, que representa os circulos
ja empacotados, e seu complementar Loyt = L\ Lx, que representa os circulos ainda
ndo empacotados. Construimos uma tabela F' tal que, dados subconjunto A C L e
configuragdo C' € C, F(C, A) indica o makespan de um empacotamento 6timo de A
cujas posi¢des base dos circulos mais a direita de cada raio diferente sdo dadas pela
configuragdo C'. Comecamos com Ly = () e Loyt = L. A cada iteragdo do algoritmo,
adicionamos um circulo s no empacotamento e repetimos o processo para Ly U {s} e
Lour \ {s}. Para Liy = 0, temos F(C,{)) = 0, para toda configuracdo C' € C. Em se-
guida, seja s € Loyt um circulo ainda ndo empacotado. Para cada configuracido C’ € C
associada a Ly, adicionamos s ao final do empacotamento representado por C”, obtendo,
assim, uma configuragio C' € C associada a Ly U{s}. Note que fixada uma configuracdo
(', existem vdrias configuracdes C' que representam Ly U {s}, pois o circulo s pode ser
adicionado em qualquer uma das posi¢oes de B.



Mostramos que o Algoritmo 1 corretamente constréi a tabela F', em tempo
quasi-polinomial em n. A prova é por indu¢do em |Liy|. Quando Lixy = (), temos
F(C, Liy) = 0 para toda configuracdo C' € C e o resultado segue. Seja Ly C L tal
que |Lin| > 1 e sejas € Ly um circulo arbitrdrio. Por hipétese de indug@o, existe

configuragdo C' = (p1,...,p,...,pr) para Ly \ {s}, em que p € a posi¢do do circulo
mais a direita cujo raio ¢ o mesmo de s, tal que F'(C’, L1y \ {s}) é 6timo. Construimos
uma configuragdo C' = (py,...,q,...,pr) para Liy em que ¢ € B é a posi¢ao mais

a esquerda na qual pode-se empacotar s sem causar sobreposi¢cdo com os circulos mais
a direita de cada um dos demais raios. Entdo, C' representa um empacotamento vidvel
para L. Como s é posicionado o mais perto possivel da origem, F'(C, Liy) é 6timo. O
nimero de subconjuntos de L é da ordem de O(|L|T) C O(n'°#™). Para cada subcon-
junto, temos na ordem de O(|B|T) C O(n'*e") configuragdes. Finalmente, para encon-
trar a posicao de um circulo, percorremos o conjunto B, que € polinomial em n. Assim,
o procedimento todo € feito em tempo quasi-polinomial em 7.

Finalmente, podemos enunciar o resultado final.
Teorema 3. Dada uma colecdo I de n circulos, conseguimos construir um empacota-
mento P de T tal que |P| < (1 + O(e))OPT(Z), em tempo quasi-polinomial em n.

Demonstracdo. Particionamos Z nos subconjuntos L e S de circulos grandes e pequenos,
respectivamente. Usamos o Algoritmo 1 para obter a tabela F. Seja C' uma configuracao
tal que F'(C, L) é minimo. A partirde C' = (py,...,p;,--.,Dr), construimos um empa-
cotamento 6timo P, dos circulos arredondados de L da seguinte forma: seja s o circulo
de C' com maior posicdo base; empacote s na posi¢do base p; e repita o processo para
configuragdo C' = (py,...,d;,...,pr) de L\ {s}, em que d; é a posi¢do do circulo
mais a direita de raio igual ao de s, dentre os circulos de C’. Isso leva tempo quasi-
polinomial em n e, pelos Lemas 1 e 2, temos que |Py| < (1 + O(g))OPT(Z). Subs-
tituimos os circulos arredondados pelos originais correspondentes. Em seguida, usamos
a 4/3-aproximagdo de [Alt et al. 2018] para obter um empacotamento Ps de S. Logo,
|Ps| < 30PT(S) < 3¢OPT(Z). Finalmente, adicionamos Py ao final de P, e temos um
empacotamento P de Z tal que |P| < (14 O(g))OPT(Z). O

3. Consideracoes Finais

Observamos que o QPTAS apresentado requer trés requisitos: 1) o nimero de tamanhos
diferentes entre os itens é de ordem logaritmica, 2) o espaco de busca é de ordem po-
linomial e 3) dados dois itens e suas respectivas posicdes, é possivel decidir, em tempo
polinomial, se empacota-los dessa forma gera sobreposicao. Assim, acreditamos que a
mesma estratégia possa ser adaptada para outras formas, como por exemplo, tridngulos
(gerais) e elipses. Ainda, seguindo ideias apresentadas em [Miyazawa et al. 2016], levan-
tamos a possibilidade de generalizagdo para hiper-esferas no L,,-espago.

De toda forma, o fato de existir um QPTAS para o ECL naturalmente instiga a
busca por um PTAS. Até o momento, ndo encontramos novos resultados acerca do pro-
blema de empacotamento em linha, indicando existir um bom espago para investigacoes
futuras. Para uma descricdo mais detalhada das estratégias que apresentamos aqui, reco-
mendamos a dissertacdo de mestrado de [Dell’ Arriva 2021].

Esse projeto foi parcialmente financiado por CNPq (Proc. 313146/2022-5) e FA-
PESP (2015/11937-9, 2016/01860-1).
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