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Abstract. In this work, we study the problem of extending latin squares restric-
ted to diagonal latin squares. For this problem, we present three approximation
algorithms adapted from the literature: a greedy algorithm, a matching-based
algorithm, and a local search.

Resumo. Neste trabalho, estudamos o problema de extensão de quadrados la-
tinos restrito a quadrados latinos diagonais. Para tal problema, apresentamos
três algoritmos de aproximação adaptados da literatura: um algoritmo guloso,
um algoritmo baseado em emparelhamento, e uma busca local.

1. Introdução

Um quadrado latino é um grid quadrado composto por n2 células preenchidas com n
sı́mbolos de forma que nenhum sı́mbolo ocorra mais de uma vez em alguma linha ou
coluna do grid. Por conta de sua relação com a teoria de quasigrupos e geometrias fini-
tas, quadrados latinos tem sido estudados extensivamente dos pontos de vista algébrico
e combinatório [Keedwell e Dénes 2015]. Também há aplicações práticas que utilizam o
conceito de quadrados latinos, como no design de redes óticas [Kumar et al. 1999].

Neste trabalho, investigamos uma classe particular de quadrados latinos cha-
mada de quadrados latinos diagonais, que possuem a restrição adicional de que ne-
nhum sı́mbolo ocorre mais de uma vez nas duas diagonais do grid. Alguns estudos fo-
cam em propriedades relacionadas à existência e construção de tais quadrados latinos
[Hilton 1973, Hilton 1974], porém, para o melhor de nosso conhecimento, não há traba-
lhos dedicados à aproximabilidade de se estender quadrados latinos diagonais.

Por conta disso, estudamos algoritmos de aproximação para o problema. Apre-
sentamos três algoritmos de aproximação adaptados da literatura: um algoritmo guloso,
um algoritmo baseado em emparelhamento, e uma busca local.

1.1. Trabalhos Relacionados

A complexidade computacional de se estender quadrados latinos foi investi-
gada por [Colbourn 1984, Hajirasouliha et al. 2007]. Algoritmos de aproximação
para tal problema foram propostos por [Kumar et al. 1999, Gomes et al. 2004,
Hajirasouliha et al. 2007]. Um trabalho de natureza similar foi conduzido por
[Haraguchi e Ono 2015] para alguns puzzles relacionados com a completude de quadra-
dos latinos.



2. Preliminares

Seja n um número natural, e seja [n] = {1, . . . , n}. Um grid quadrado A de n2 células
é representado como um matriz n × n. Para i, j ∈ [n], denotamos a célula na linha i e
coluna j por (i, j), e o valor da célula (i, j) em A é dado por A(i, j).

Um quadrado latino (LS – latin square) de ordem n é um par (L, S) onde L é
uma matriz n× n, S ⊂ Z é um conjunto de sı́mbolos de cardinalidade n, e cada sı́mbolo
de S ocorre exatamente uma vez em cada linha e cada coluna de L. Um quadrado latino
parcial (PLS – partial latin square) (L, S) é um LS exceto que algumas células de L
podem estar vazias. Quando não ambı́guo (0 /∈ S), assumimos que L(i, j) = 0 quando a
célula (i, j) está vazia. Quando S = [n], omitimos S.

Considere um PLS L. Denotamos por |L| o número de células não-vazias em L.
L é compatı́vel com outro PLS A se para todo (i, j) ∈ [n]2 vale que L(i, j) = 0 ou
A(i, j) = 0, e L+A é um PLS. Quando L e A são compatı́veis, denotamos L+A como
L⊕A. Um PLS L′ é dito ser uma extensão de L se para toda célula não-vazia (i, j) de L,
vale que L′(i, j) = L(i, j), isto é, L′ pode ser obtido preenchendo algumas células vazias
de L. Equivalentemente, existe um PLS A tal que L′ = L ⊕ A. Se L pode ser estendido
para um LS, dizemos que L é completável. Dizemos que uma célula vazia (i, j) admite
o sı́mbolo k se L continua sendo um PLS após atribuir L(i, j) = k. Se uma célula vazia
(i, j) não admite nenhum sı́mbolo, dizemos que (i, j) está bloqueada, e caso todas as
células vazias de L estejam bloqueadas, dizemos que L está bloqueado. O problema de
estender um PLS é definido a seguir.

Problema 1 (Partial Latin Square Extension – PLSE). Dado um PLS L, encontre uma
extensão L⊕ A tal que |A| seja o maior possı́vel.

Dada uma matriz A de tamanho n × n, chamamos de diagonal principal de A
as células {(i, i) : i ∈ [n]}, e de diagonal secundária as células {(i, n + 1 − i) : i ∈
[n]}. Um quadrado latino diagonal parcial (PDLS – partial diagonal latin square) é
um PLS com a restrição adicional de que cada sı́mbolo ocorre no máximo uma vez nas
diagonais principal e secundária, e um PDLS com nenhuma célula vazia é chamado de
quadrado latino diagonal (DLS – diagonal latin square). Definimos PDLSs compatı́veis
e extensões de um PDLS de forma análoga à definida para PLSs. O problema de estender
um PDLS também é similarmente definido a seguir.

Problema 2 (Partial Diagonal Latin Square Extension – PDLSE). Dado um PDLS L,
encontre uma extensão L⊕ A tal que |A| seja o maior possı́vel.

3. Complexidade de PDLSE
Um problema intrinsecamente relacionado com o PLSE é o problema de partição em
triângulos de grafos tripartidos, o qual denotaremos por 3EDM. Nesse problema, é dado
um grafo tripartido G, e deseja-se encontrar o maior número de triângulos (cliques de
tamanho 3) aresta-disjuntos. [Holyer 1981] provou que é NP-completo decidir se as ares-
tas de um grafo podem ser particionadas em subgrafos isomorfos ao grafo completo
Kn para n ≥ 3. [Colbourn 1984] mostrou que a prova de Holyer continua válida para
n = 3 quando o grafo é tripartido, provando então que a versão de decisão de 3EDM
é NP-completo. Ademais, através da redução desse problema para a versão de decisão
de PLSE (decidir se um PLS é completável), Colbourn provou que o último também é



NP-completo. [Hajirasouliha et al. 2007] estenderam ainda mais a prova de Holyer para
provar que 3EDM é APX-difı́cil. Além disso, eles apresentaram reduções polinomiais
entre 3EDM e PLSE que preservam valor, demonstrando assim que os problemas são
equivalentes. Com isso, os autores concluı́ram que PLSE também é APX-difı́cil.

É possı́vel utilizar uma abordagem similar a de [Hajirasouliha et al. 2007] para
mostrar que PDLSE também é APX-difı́cil. Para tal, podemos definir uma versão mais
generalizada do problema 3EDM, em que algumas arestas podem admitir cores, e uma
solução só é viável se não houver mais de um triângulo com uma cor em comum. Tais
cores são definidas de forma a fazer uma correspondência com células que dividem uma
mesma diagonal, e assim dado uma instância dessa versão mais generalizada do problema
3EDM, é possı́vel construir um PDLS de forma que o número máximo de células que po-
dem ser preenchidas é igual ao número máximo de triângulos que podem ser escolhidos,
o que implica na APX-dificuldade de PDLSE.

Teorema 1. PDLSE é APX-difı́cil.

4. Algoritmos de Aproximação para PDLSE

Nesta seção, apresentamos alguns algoritmos de aproximação originalmente propostos
para o PLSE e os estendemos para o PDLSE. Consideramos três tipos de algoritmos: um
algoritmo guloso, um algoritmo baseado em emparelhamento, e uma busca local.

4.1. Algoritmo Guloso

Um algoritmo guloso para o PLSE consiste em iterativamente atribuir a uma célula
(i, j) um sı́mbolo k que é válido para o PLS, até que a solução se torne bloqueada.
Em outras palavras, o algoritmo guloso consiste na obtenção de uma solução maximal.
[Kumar et al. 1999] mostraram que tal algoritmo é uma 1/3-aproximação para o PLSE.

Teorema 2 ([Kumar et al. 1999]). Para qualquer instância do PLSE, uma solução blo-
queada é uma solução 1/3-aproximada.

Esse resultado advém da análise do quanto a escolha de uma atribuição pode im-
pactar negativamente uma solução ótima. Para o caso do PLSE, a atribuição do sı́mbolo k
em uma célula (i, j) pode impedir a atribuição de até 3 células em uma solução ótima, que
são a própria célula (i, j), mais alguma célula na linha i e outra na coluna j que tenham
sido preenchidas com o sı́mbolo k. Para o PDLSE, esse número aumenta para 5, já que
também pode haver uma célula na mesma diagonal principal e diagonal secundária com
o valor k em uma solução ótima, e isso resulta em uma 1/5-aproximação.

Teorema 3. Para qualquer instância do PDLSE, uma solução bloqueada é uma solução
1/5-aproximada.

No entanto, note que a única possibilidade em que uma atribuição pode impactar
negativamente em 5 células de uma solução ótima é na célula central de um PLS de ordem
ı́mpar. Como se trata de apenas uma célula, podemos tentar atribuir todos os possı́veis
valores para essa célula, ou mantê-la vazia, e para cada possibilidade aplicar o algoritmo
guloso. Com isso, garantimos um fator de aproximação de 1/4.

Teorema 4. Existe uma 1/4-aproximação para PDLSE.



4.2. Algoritmo Baseado em Emparelhamento
[Kumar et al. 1999] também apresentaram um algoritmo para o PLSE baseado em empa-
relhamento, o qual chamaremos de MATCHING. O algoritmo consiste em iterativamente
encontrar uma atribuição máxima para cada sı́mbolo. Para encontrar uma atribuição de
um sı́mbolo k, construı́mos um grafo bipartido G = (R ∪ C,E) com R = {r1, . . . , rn},
C = {c1, . . . , cn} e {ri, cj} ∈ E se e somente se a célula (i, j) admite k. Note que um em-
parelhamento em G representa um conjunto de atribuições válidas para k no PLS. Assim,
encontramos um emparelhamento máximo Mk e atribuı́mos k nas células que correspon-
dem a Mk. [Kumar et al. 1999] mostraram que MATCHING é uma 1/2-aproximação.

Para o problema PDLSE, um emparelhamento em G como descrito anteriormente
não necessariamente resulta em uma atribuição válida para o PDLS, pois as restrições
impostas nas diagonais podem não ser respeitadas. No entanto, é possı́vel generalizar o
problema de emparelhamento adicionando cores às arestas de forma que tais restrições
sejam respeitadas, e ainda encontrar tal emparelhamento em tempo polinomial. Assim,
restringindo a busca para emparelhamentos máximos que respeitam tais cores no algo-
ritmo MATCHING, o fator de aproximação se estende para PDLSE.
Teorema 5. Existe uma 1/2-aproximação para PDLSE.

4.3. Busca Local
Seja k ≥ 3 um inteiro. No problema k-set packing (k-SP), é dado um conjunto de
elementos U e uma famı́lia F de subconjuntos de U , onde cada conjunto F ∈ F possui
tamanho no máximo k. Uma subfamı́lia F ′ ⊆ F é dita ser um packing se os conjuntos
de F ′ são disjuntos entre si. O objetivo do problema é encontrar um packing de F de
cardinalidade máxima.

O problema k-SP é NP-difı́cil [Garey e Johnson 1979] e os melhores algoritmos
de aproximação para o problema são baseados em busca local. Os melhores resultados
atualmente são os de [Cygan 2013] e [Fürer e Yu 2014] que propõem algoritmos com
fator de aproximação 3/(k + 1)− ε para qualquer ε > 0.

O problema PLSE pode ser reduzido para 3-SP, o que implica em uma (3/4− ε)-
aproximação para PLSE. Ademais, é possı́vel adaptar tal redução para que PDLSE
também seja redutı́vel para 3-SP, fornecendo assim o mesmo fator de aproximação.
Teorema 6. Para qualquer ε > 0, existe uma (3/4− ε)-aproximação para PDLSE.

5. Conclusão
Apresentamos algoritmos de aproximação para o problema de extensão de quadrados
latinos diagonais – PDLSE. Dentre os algoritmos apresentados, o baseado em busca local
fornece o melhor fator de aproximação, 3/4 − ε para qualquer ε > 0. Tal fator também
é o melhor conhecido atualmente para o problema de extensão de quadrados latinos –
PLSE. Ambos os problemas também são APX-difı́ceis. Tais resultados podem sugerir
que PDLSE, embora seja um caso particular de PLSE, ainda seja tão difı́cil quanto PLSE
em termos de aproximação. Além disso, não se sabe se tal fator é o melhor possı́vel para
PLSE. No melhor de nosso conhecimento, o melhor fator de inaproximabilidade para
PLSE é de 94/95 [Chlebı́k e Chlebı́ková 2006].
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