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Resumo. No problema de localizacdo de instalacoes, recebemos um espagco
métrico contendo um conjunto de clientes e um conjunto de localizagoes, cada
uma associada a um custo de abertura de instalacdo. O problema é escolher
um subconjunto de localizagcbes para abrir instalacoes de forma a minimizar o
custo de abertura mais o custo de conectar cada cliente a alguma instalagdo
aberta. Na versdo balanceada do problema, cada cliente pode ser vermelho ou
azul e s6 consideramos solucdes em que o conjunto de clientes associado a cada
instalagcdo tenha tantos clientes vermelhos quantos azuis. Neste resumo, discu-
timos estratégias para construir algoritmos de aproximagdo para o problema
utilizando arredondamento de PL.

1. Introducao

Em problemas de particionamento, o objetivo € particionar um conjunto de clientes em um
espaco métrico de forma a minimizar uma determinada funcdo de custo. Versoes classicas
dos problemas ignoram informacdes de origem dos clientes, o que em certas aplicacoes
pode levar a decisdes que amplificam vieses ou injusticas entre grupos (discrepancias
no numero de representantes, etc.) [Chierichetti et al. 2017]. Essa questdo levou a uma
linha de trabalhos recentes, com objetivo de projetar algoritmos justos. Uma tal nocao
foi estudada por [[Chierichetti et al. 2017]], que definiram problemas de particionamento
balanceados, em que o conjunto de entrada € dividido em dois grupos. Em uma solucgao,
a fracdo do grupo minoritario em cada parte deve ser maior que um certo valor dado na
entrada. Outras no¢des relacionadas incluem versdes com varias cores com demandas por
cores ou versoes com outliers [[Chakrabarty et al. 2020].

Chierichetti et al. consideraram apenas problemas em que o tamanho da parti¢cao
€ restrita a um dado nimero & (problemas dos k-centros ou das k-medianas), reduzindo
as versoes balanceadas para as versdes cldssicas. Em outros casos, como no problema de
localizagdo de instalagdes (Facility Location Problem, FLP), o nimero de partes € irres-
trito, mas ha um custo associado a cada parte instalada [Byrka and Aardal 2010]. Neste
resumo, estudamos uma versado justa do FLP e consideramos o caso perfeitamente balan-
ceado, em que cada grupo tem representacao igual em cada parte. Primeiro, reduzimos
o problema para a versao classica ao custo de uma unidade no fator de aproximacao.
Depois, ilustramos como obter um fator melhor explorando arredondamento de PL.
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2. Uma reducao simples

Uma instancia do FLP balanceado é composta por um conjunto de instalacdes £’ e um
conjunto de clientes D = RU B com |R| = |B|. Dizemos que um cliente em R & ver-
melho e um cliente em B € azul. O custo de conectar um cliente ¢ a uma instalacao k
é d(i, k) e o custo de abrir uma instalacdo k é f(k). Uma solugdo é composta por um
subconjunto de instalacdes abertas H bem como uma atribuicdo o : D — H tal que para
toda instalagdo k € H, vale o' (k) N R| = |a~*(k) N B| e o objetivo é encontrar uma
solugdo que minimiza o custo total dado por ) .., d(i, (i) + >, .y f(K).

Chierichetti et al. definiram uma decomposi¢do em fairlets. Para dois inteiros
coprimos r, b com r < b, um r/b-fairlet € um conjunto com até r+b clientes cuja fragdo de
clientes vermelhos e de clientes azuis é cada uma pelo menos 7/b. Os autores mostraram
que uma solu¢do de um problema r/b-balanceado pode ser decomposta em uma colegio
de r/b-fairlets, de forma que resolver o problema balanceado se reduz a encontrar uma
decomposicao de custo minimo. No caso de grupos perfeitamente balanceados, r = b = 1
e uma decomposi¢cao em fairlets é simplesmente um emparelhamento perfeito. Ajustando
essa estratégia para o FLP balanceado, obtemos a seguinte reducao.

Teorema 1. Se FLP admite 3-aproximagdo, FLP balanceado admite (5-+1)-aproximagdo.

3. Um algoritmo de arredondamento

Um limitante inferior para o valor 6timo do problema é dado pela relaxagdo do problema
como o programa linear (PL) abaixo. A varidvel y; indica que uma instalacao & foi aberta
e a varidvel x;;; indica que 7 € pareada com j e que ambos clientes sdo atribuidos a
instalagdo k.

min Z (d(i, k) +d(j, k) zij + Zf(k)yk

i€R,jEBkEF kCF
sujeito a > jenker Tijk =1 VieR,
> ierker Tijk =1 Vje€ B,
> jen Tijk < Yk Vie R kePF,
D icr Tigk < Yk VjeB,keF,
Tijh, Y = 0 Vie R,j€ B, keF.

Dada uma soluc@o do PL, para cada i € R, definimos C7 = 3. _p - d(i, k) iju,
e, para cada j € B, definimos C} analogamente. Também, definimos C* = »_,_,, C;
e F* =3, cr f(E)yr. Com isso, podemos reescrever a fungio-objetivo como C* + [,
O suporte de um cliente ¢ € D, denotado por S(i), € o conjunto de instalacdes k tais
que z;;; > 0. Uma instalacdo de S(i) pode estar longe de 4, entdo iremos utilizar uma
estratégia de filtragem [Lin and Vitter 1992] para um fator de escala v > 1. Mais precisa-
mente, para cada cliente 4, consideramos a ordenac@o de S(i) em ordem nao-decrescente
de distancia até i e definimos N (i) como o conjunto dos elementos no menor prefixo
dessa ordenagdo tal que >, () Yk = 1/7.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que a solu¢@o devolvida para o PL é
completa, isso €, para cada varidvel x;j;, ou x5, = 0 ou 2,5, = yy, €, além disso, que para



todo cliente 7, 7, - vy Yk = 1/7. Caso contrério, poderfamos considerar uma instancia
equivalente do problema e modificar a solu¢cdo devolvida de forma a torna-la completa
[Byrka and Aardal 2010]]. Para cada cliente ¢ € R, definimos as seguintes variaveis:

C* =3 e rent Tir d(i, k) e P = maxgenq) d(i, k).

7

Definimos C}** e C"* para cada cliente j € B analogamente. Observe que, como N (4)
contém as instalagdes mais préximas do suporte cujas varidveis somam 1/, temos que
avg * max Y *

7 —

3.1. Algoritmo

Enquanto a redugdo da Sec¢do 2| obtém um emparelhamento perfeito antes de executar um
algoritmo para FLP como caixa-preta, ao utilizar um algoritmo de arredondamento de
PL, podemos encontrar um emparelhamento e limitar seu custo diretamente pela funcao-
objetivo. Fazemos isso com o seguinte lema, que € a ideia central para o novo algoritmo.
Para cadapari € Re j € B, defina

Zz’j = Z Iz’jk-

keF

Lema 1. Dada uma solucdo do PL, podemos encontrar um emparelhamento perfeito M
entre R e B tal que cada par (i, j) aparece em M com probabilidade z;;.

Uma vez obtido um emparelhamento M, o problema se reduz a selecionar um
subconjunto de instalagdes, ja que cada par de clientes pode ser conectado a instalacao
mais proxima de um deles. Para todos os pares (i, j), vamos designar uniformemente um
dos dois como ativo. Assim, ou todos os clientes vermelhos estardo ativos com probabili-
dade 1/2, ou todos os clientes azuis estardo ativos. Em seguida, suponha que escolhemos
como ativos os vértices vermelhos, ja que o outro caso € simétrico.

Para selecionar instala¢des, utilizaremos um algoritmo de clustering. Cada parte
corresponderd a um conjunto N (i) em torno de um cliente ; € R, chamado de centro do
cluster. Inicialize I’ <— F. Enquanto houver i € R tal que N (i) C F”, escolha o cliente ¢
que minimiza o valor de C'® 4+ C™*, crie um cluster N (i) e remova N (i) de F’. Para
cada cluster em torno de i, abrimos uma instalagdo ¢ € N (i) com probabilidade -y y,.
Além disso, para cada instalacdo £ € F’, que ndo estd em nenhum cluster, abrimos &
independentemente com probabilidade v yy.

Finalmente, para cada par de clientes (4, j), conectamos ambos a instalacdo aberta k
cuja soma d(i, k) + d(j, k) € a menor possivel.

3.2. Analise

Vamos separar a andlise entre custo de abertura de instalacdo e custo de conex@o. Para
o custo de abertura, observamos que cada instalacdo k£ € F' € aberta com probabilidade
exatamente 7y yx, 0 que implica diretamente no seguinte limitante.

Lema 2. O custo esperado de abertura de instalag¢oes é de no mdximo yF'.
Para o custo de conexdo, analisamos o custo esperado de conexao para cada par

de M separadamente. Consideramos a seguinte estratégia (possivelmente sub-6tima) para
conectar pares de clientes a instalacoes.



Primeiro, verificamos se existe alguma instalacdo aberta no suporte de ¢ e, se
existir, conectamos ambos clientes a ela. A probabilidade desse evento ocorrer € o custo
esperado condicionado s@o dados pelo Lema |3} que € similar a lemas conhecidos para
o FLP tradicional [Byrka and Aardal 2010]. Nesse caso, o custo de conexdo do par de
clientes pode ser limitado supondo que eles foram atribuidos a instalagdo aberta em S(7).

Lema3. Pr(HNS(i) #0) >1—e e E[mingesq d(i, k)|HNS() # 0] < C;.
Lemad4. Se H N S(i) # 0, o custo esperado de i, j é no mdximo 2C} + d(i, j).

Se ndo existir instalacdo aberta em S(i), entdo tampouco hd instalagdo aberta
em N (7). Assim, existe instalacdo k € N (i) N N (i) em algum cluster cujo centro € i'.
Nesse caso, conectamos o par de clientes a instalagdo aberta em N (i').

Lema 5. Se H N S(i) = ), o custo esperado de i, j é no mdximo 2(2C™ + C7%) + d(4, j).

Combinando os lemas anteriores, obtemos o resultado principal.

Teorema 2. O algoritmo é uma 2,34-aproximagdo para o FLP balanceado.

4. Direcoes futuras

Para facilitar a apresentacdo, o algoritmo de arredondamento realiza apenas uma atribui¢ao
de instalagdes simplificada, mas estratégias de arredondamento mais sofisticadas [Li 2013,
Benedito and Pedrosa 2019] podem levar a fatores de aproximagao melhores. Mesmo
esse algoritmo simplificado tem fator de aproxima¢do menor do que o melhor possivel
com o Teoremal(l] que é 2,488 (utilizando o algoritmo de [Li 2013] para o FLP). Em tra-
balhos futuros, queremos estudar como estender esse algoritmo para versdes do problema
ndo perfeitamente balanceadas ou com mais de duas cores.

A ideia central do algoritmo € utilizar o Lema|l| para extrair um emparelhamento
das varidveis do PL. Isso sugere que podemos encontrar um limitante inferior mais forte
se codificarmos emparelhamentos diretamente na formulacdo, contanto que possamos en-
contrar uma solucdo do PL em tempo polinomial. Em um possivel algoritmo, podemos
realizar clustering em torno dos pares, ao invés de clientes individualmente.
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