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Abstract. The Minimum Weight t-Spanner Tree Problem, whose input is an
edge-weighted simple graph G and a parameter t > 1, consists in determining
a spanning tree T' of G' of minimum weight among those where the path between
each pair of vertices v and j in T has weight at most t times the minimum weight
of a path between i and j in G. We propose a mathematical formulation which
can be derived from a projection of an existing formulation. We implemented
both models and compared their computational performance.

Resumo. O Problema da Arvore t-Spanner de Custo Minimo, cuja entrada é
um grafo simples GG, ponderado em arestas, e um pardmetro t > 1, consiste em
determinar uma drvore geradora I’ de G de menor custo dentre aquelas onde a
distancia entre qualquer par de vértices i e j em 'l é no mdximo t vezes o menor
peso de um caminho entre i e j em G. Propomos uma formulacdo matemdtica
que pode ser derivada pela projecdo de uma formulagdo jd existente. Implemen-
tamos ambos os modelos e comparamos seus desempenhos computacionais.

1. Introducao

Dados um grafo simples ponderado em arestas G = (V, E') e um real ¢ > 1, denominado
fator de dilatacdo, um ¢-spanner de GG é um subgrafo gerador H tal que, para todo par de
vértices {i, 7}, a distincia entre i e j em H é no méaximo ¢ vezes essa distincia no grafo
original. De maneira formal, um subgrafo gerador H € um ¢-spanner de G se:

disty (1, §) < t * dist (4, ), Vi,jev (1)

onde dist(7, j) € o peso de um 4, j-caminho minimo. Quando H ¢ aciclico, portanto uma
arvore geradora, dizemos que H € uma arvore ¢-spanner. No problema da arvore ¢-spanner
de custo minimo (AtSCM) queremos determinar, caso exista, uma arvore t-spanner em G
de peso minimo, ou seja, tal que a soma dos pesos de suas arestas seja minima. Apesar da
restri¢do (1) ser imposta para quaisquer dois vértices i e j do grafo (7, € suficiente exigi-la
apenas para os pares de vértices diretamente conectados em G [Cai e Coneil 1995].

Quando o grafo de entrada tem pesos das arestas unitdrios, temos um problema
de decisdo, visto que toda drvore geradora, em particular uma arvore ¢-spanner, terd peso
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|V| — 1. Nesse caso, sabe-se que verificar se existe uma arvore ¢-spanner é um problema
N P-completo para t > 4 [Brandstadt et al. 2004]. Quando os pesos sdo arbitrérios, ja
para t > 1 fixo, este problema é N P-completo [Cai e Coneil 1995]. Casos polinomiais
também sdao demonstrados [Cai e Coneil 1995].

O AtSCM com pesos unitdrios tem sido bastante explorado, mas ainda ha pou-
cos estudos para o caso com pesos arbitrarios, principalmente na drea de programacgao
matematica.  De fato, a literatura do problema apresenta apenas um algoritmo
exato e trés formulacdes de programacgdo inteira [Braga 2019, Campelo e Sousa 2021,
Campelo e Sousa 2022]. Em se tratando de heuristicas, existe um algoritmo de coldnia de
abelhas [Singh e Sundar 2018]. Neste trabalho, propomos uma nova formulacdo, que eli-
mina | E|? varidveis da formulagdo (SR) da literatura [Braga 2019, Sousa 2021], s custas
de um conjunto exponencial de restri¢cdes. Tais desigualdades, porém, podem ser sepa-
radas de forma eficiente. Avaliamos computacionalmente o desempenho da formulacao
modificada, comparando-a com a original.

2. Formulac6es matematicas

A formulacdo (SR) toma como base a formulacdo de Martin [Martin 1991] para o pro-
blema da arvore geradora minima e adiciona outras varidveis e restricdes para expressar €
limitar a distancia entre os vértices. Considerando a orientagcao simétrica de GG, onde cada
aresta {1, j} dd origem aos arcos i — j e j — i, a formulagdo constréi |V | arborescéncias,
cada uma delas enraizada em um no diferente de G mas descrevendo todas uma orientag@o
de uma mesma arvore geradora de (G, que serd uma arvore ¢-spanner. Uma arborescéncia
€ uma orientacdo de uma arvore de modo que todo vértice tem grau de entrada 1, a menos
de um nd, chamado raiz, que tem grau de entrada zero. Dizemos que duas arborescéncias
se sobrepdem se sao orientacdes de uma mesma arvore (enraizadas em noés diferentes).

Para a representacao dessas arborescéncias, 0 modelo de Martin usa as seguintes
varidveis bindrias: x. para indicar se a aresta e € [V estd na solugdo; \; para indicar se
a aresta {i,j} € FE estd na solugdo com orientacdo ¢ — j na arborescéncia enraizada
emv € V. Além disso, (SR) define variaveis bindrias ;" que indicam explicitamente a
presenca de uma aresta {4, j} € F no caminho entre dois vértices u,v com {u,v} € E.
As variaveis y podem ser expressas em fungdo das varidveis A como segue. Sejam T
e T duas arborescéncias sobrepostas definidas pelas varidveis A, enraizadas, respectiva-
mente, nos vértices u e v, distintos. Em 7™ (resp. 1), temos exatamente um caminho
(direcionado) de u a v (resp. de v a u). Toda aresta {i, j} de T' que ndo estd no caminho
entre u e v possui a mesma orientagdo tanto em 7™ quanto em 7%, ou seja, A}, = Al
e A\, = AY. Jd uma aresta {i,j} do caminho entre u e v terd em 7™ orientagdo oposta
aquela em 7", em outras palavras, A, = AJ; e A, = Al.. Podemos observar esta proprie-
dade nas arborescéncias sobrepostas da figura abaixo enraizadas em 1 (a esquerda) e 4 (a
direita). Desse modo, podemos obter a relagdo entre as varidveis A e y como:

yiy =max{A — A, A — A, Hu, v}, {i,j} € £ 2)

R



Sendo w;; o peso de {i,j} € E, a formulacao (SR) pode ser expressa como:

(SR) min »  wyxy; 3)
{i,j}€E
sa: Yy my=V]-1 4)
{i,j}€FE
>y = YoeV,YjeV\{v}  (5)
iEN—(5)
Z AU = YoeV  (6)
€N~ (v)
= N\ Al Yoe V,Y{i,j} € E (7)
y” > AL — ALY > N =AY V{u,0} € E\V{i,j} € B (8)
Z wiy; <t distg(u, v), V{u,v} € B (9
{i.jteE
z € BIEI X e BAEIXIVI ) ¢ BIEIXIE] (10)

As restrigdes (4)-(7) garantem que a solugdo ird definir as |V| arborescéncias so-
brepostas. As restricdes (8) determinam, para cada par de vértices {u,v} € E, as arestas
que estdo no caminho entre u e v. Finalmente, a restricao (9) limita o tamanho dos cami-
nhos de modo a satisfazer (1).

A partir de (9) e (2), podemos expressar a restri¢ao ¢-spanner (1) para {u, v} como:
Z wg max{A\f; — Af;, Aj; — Aj b < txdistg(u, v).
{i,7}€E

Veja que A + A% = AU+ A

ji?
acima pOdC Ser reescnta COImo:

Z wii| A — A < txdistg(u, v).
{i,j}er

ou melhor A}, — A} = —(A}; — A%). Entdo, a expressdo

Essa desigualdade ndo linear pode ser substituida pelas seguintes desigualdades lineares:

Z wij (A — Ajj) + Z wi(Nj; — Ajj) < trdistg(u,v), VE'CE (11)
{ij}eE {i.j}€E\E/
De fato, o subconjunto £’ C F que maximiza o lado esquerdo da expressao (11) é E' =
Hi gy € B2 N = N\ >.O}, levando ao valor mdximo >, wij|)\% - /.\E’j|. Isso
mostra também que tais deslgualdades podem ser separadas em tempo polinomial. Dado
A, caso 3o e Wij| A — Al > € distg(u, v), a desigualdade referente a {u, v} e E’
estd violada; caso contrdrio, todas as desigualdades relativas a {u, v} estdo satisfeitas.

Vale observar que as desigualdades (11) sdo redundantes na formulagdo (SR), pois
sdo dominadas por (9) e (8). De fato, somando as restricdes a esquerda em (8) para
{i,j} € E' eadireitapara {i,j} € F'\ E’, obtemos

oWt DL wrz 3L NG-AD+ D (-,

{i,j}eE’ {z j}EE\E' {i,j}eE’ {z,j}GE\E’



Por outro lado, a inclusdao das desigualdades (11) em (SR) dispensa o uso das
variaveis y (e restricoes em que essas variaveis aparecem). Dessa forma, obtemos uma
nova formula¢do, como bem menos varidveis, porém com um numero exponencial de
restri¢cdes, mas que podem ser separadas de forma eficiente. Assim, podemos resolvé-la
aplicando o método de planos-de-corte.

3. Experimentos Computacionais

Avaliamos o desempenho das duas formulagdes em instancias geradas aleatoriamente.
Cada grafo é gerado a partir de quatro pardmetros: n € {30,45,60} (quantidade de
vértices), p € {0.2,0.5,0.8,1} (probabilidade de existéncia de cada aresta), t € {3,4}
e ponderagdo (pesos unitdrios e pesos arbitrarios), totalizando 48 instancias. Para garan-
tir conectividade, iniciamos o grafo da instancia como uma arvore com 7 vértices. A
selecdo das arestas que irdo compor a arvore € aleatoria, cada uma com mesma proba-
bilidade de escolha. Apds a criagdo da drvore, para todo par {7,j} € V, se {7, } ndo
¢ aresta da arvore inicial, gera-se um nimero aleatério p’ € [0,1]. Se p’ < p adiciona-
mos a aresta {4, j} ao grafo. As instdncias com esses parimetros se apresentaram mais
dificeis [Sousa 2021]; por esse motivo, iremos avaliar e comparar os desempenhos do
modelo (SR) e da formulagdo proposta nesse conjunto de instancias. Os modelos foram
resolvidos com uso do solver CPLEX (IBM, Versdao 12.10). Sua implementagdo foi toda
feita na linguagem de programacdo C++. Os experimentos foram realizados em uma
mdquina com processador Intel ® Core™ i7-7700 CPU com 3.60 GHz, 32 GB RAM ¢
sistema operacional Ubuntu. O tempo limite estabelecido para resolucdo de cada instancia
por cada modelo foi de 1200 segundos (20 minutos).

Formulagdo . Pesos Unitérios . . Pesos A.rbitrérios .
Instancias Resolvidas| Tempo Médio |Instancias Resolvidas| Tempo Médio

SR 5 979.50 7 924.58

Proposta 10 768.46 7 939.92

Na Tabela acima exibimos o tempo médio (em segundos) e quantidade de
instancias solucionadas pela formulacdo (SR) e pela formulagcdo proposta para os dois
conjuntos de instancias. Observe que a formulacao proposta solucionou um nimero maior
ou igual de instancias que a formulagao da literatura em ambos os casos. Além disso, ob-
servamos que seu tempo médio de resolu¢ao também foi inferior ou compardvel. Ainda
assim, 31 instancias nao foram resolvidas otimamente no tempo limite. Vale destacar que
muitas dessas instancias nao possuem solu¢do vidvel.

4. Conclusao

Neste trabalho, estudamos o problema da arvore ¢-spanner de custo minimo, usando uma
abordagem de programacgdo matematica. Propomos uma nova formulagdo, semelhante a
uma formulagdo da literatura. Apresentamos e comparamos por meio dos testes compu-
tacionais os dois modelos e observamos que a formulagdo proposta se apresentou mais
eficiente que a formulagdo da literatura para o conjunto de instancias considerado. Como
trabalho futuro, podemos realizar um estudo poliédrico das formulagcdes e analisar os con-
juntos vidveis de suas respectivas relaxagdes lineares. Uma outra dire¢do de pesquisa € a
utilizacdo de métodos de decomposi¢@o para problemas de programacao inteira, de modo
a solucionar instancias cada vez maiores.
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