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Abstract. We consider the Min-Buying Problem, where a seller wants to sell a
set I of items to a set B of buyers. Each buyer b is willing to pay up to vy
for item i. For this, the seller must define prices p; for each 1 € I in order
to maximize his profit considering that each buyer b will buy, if any, the most
unexpensive item among those that p; < vy. In this paper, we present and
compare two integer linear programming formulations for such a problem.

Resumo. Consideramos o Problema da Compra Minima, em que um vendedor
deseja vender um conjunto I de itens para um conjunto B de compradores.
Cada comprador b estd disposto a pagar até v, pelo item 1. O vendedor deve
entdo definir precos p; para cada v € I de forma a maximizar o seu lucro
considerando que cada comprador b comprard (se existir) o item mais barato
dentre aqueles que p; < vy. Neste resumo, apresentamos e comparamos duas
formulacoes de programagao linear inteira para tal problema.

1. Introducao

Um grande problema enfrentado por vendedores € determinar o preco de seus itens de
forma que sua receita, ao final, seja mdxima. Dentre as vdrias possiveis formas de mode-
lar esse problema, estamos interessados no Problema da Compra Minima [Rusmevichi-
entong et al. 2006], onde compradores estao interessados em minimizar o valor gasto por
eles. Tal problema tem como entrada um conjunto B de compradores; um conjunto [ de
itens; e uma matriz de valoracdes v indexada por I X B, em que v;;, € o valor do item ¢
para o comprador b, isto é, quanto b estd disposto a pagar, no maximo, por . Uma solugao
do problema é uma precificacdo p, em que p € um vetor indexado por /, que representa o
preco dos itens. Neste problema consideramos que os itens possuem oferta ilimitada, isto
€, o mesmo item pode ser vendido para varios compradores (como se os itens pudessem
ser replicados conforme necessério), e que os compradores possuem demanda unitdria,
isto €, que estdo dispostos a comprar no maximo um item (pois os itens sdo substitutos en-
tre si). Assim, dada uma precifica¢do p, cada comprador b recebe seu item vidvel de valor
minimo, ou nenhum caso nao existam itens vidveis para ele. Um item ¢ € vidvel para b se
e somente se p; < v;. O objetivo € encontrar uma precificacdo p que maximize a receita
do vendedor, que é dada pela soma dos precos dos itens recebidos pelos compradores.
Briest and Krysta (2007) demonstraram que esse problema ndo pode ser aproximado em
tempo polinomial por O(log €| B|), a ndo ser que NP C DTIME(|7|© (g leg 7)),

Apesar desta ser a primeira vez que o Problema da Compra Minima € abordado
do ponto de vista de formulagdes de programacdo linear inteira, outros problemas de
precificagdo ja foram explorados previamente na literatura. Aggarwal et al. (2004) apre-
sentaram um modelo de programacao linear inteira para o Problema da Compra Mdxima.



Shioda et al. (2011) abordaram o Problema da Precificacdo Livre de Inveja e apresenta-
ram alguns resultados matematicos obtidos a partir da modelagem. Heilporn et al. (2010)
abordaram tanto a Precificagdo Livre de Inveja quanto a Precificagdo de Rede, e apre-
sentaram formulagdes de programacao inteira mista. Fernandes et al. (2016) também
abordaram o mesmo problema, comparando diferentes formulacdes de programacao li-
near inteira mista. Uma delas se refere a desenvolvida por Heilporn et al. (2010) para
a Precificacdo de Rede com rodovias pedagiadas. Outra € uma adaptagdo da formulagao
de Myklebust et al. (2016). Fernandes et al. (2016) apresentaram ainda trés modelos de
instancias para problemas de precificacdo com interpretacdes econdmicas distintas.

2. Desenvolvimento

Para o desenvolvimento de formulagdes para a Compra Minima, tomou-se como ponto
de partida formulagdes desenvolvidas para outros problemas de precificagdo. A primeira,
apresentada por Aggarwal et al. (2004), foi desenvolvida para o Problema da Compra
Mixima. A segunda, apresentada por Heilporn et al. (2010) e estudada por Fernandes et
al. (2016), foi desenvolvida para a Precificagdo Livre de Inveja.

Seja P; o conjunto de precos possiveis para o item 7. Inicialmente consideramos,
sem perda de generalidade, que P, = {vy | Vi € I,Vb € B}, isto é, que qualquer
valoracao pode ser atribuida como preco de um item ¢. Porém, posteriormente, discuti-
mos como reduzir a cardinalidade deste conjunto. Seja também, para cada comprador b,
P = U oy >0 P; o conjunto dos precos que o comprador b pode pagar pelo item que
porventura ele comprar.

Para a primeira formulagdo, inspirada na formulacao para a Compra Méxima, as
variaveis de decisdo (todas binarias) sdo x;;,, que indica se o item ¢ recebeu o preco p, € Yy,
que indica se o comprador b pagou o preco p pelo item que ele adquiriu. Denotamos tal
formulacao de (PLI), ja que ela conta apenas com varidveis inteiras.

(PLI) maximize Z Z P Ybp

beEB peP]
sujeito a Z Tip =1 Viel (D)
pEFR;
yp< . wxp VbEBVpe P 2)
1€l |p<vgy,
d up<i VbeB 3)
peEP]
Z Tip <1 — Yy Vbe B,Vpe PLYiel “4)
p'<p
P’ <vgy
i € {0,1} Vbe B,Vpe P, 5)
zip € {0,1} Vie I, Vpe P, 6)

A funcdo objetivo € dada pela soma de todos os precos pagos pelos comprado-
res. As restricoes (1) garantem que todo item receba exatamente um dnico preco. Ja
as restri¢des (2) fazem com que se um comprador b paga um preco p (yp, = 1), entdo
existe pelo menos um item ¢ vidvel para ele com prego p. As restri¢cdes (3) garantem que



cada comprador pague no maximo um unico pre¢o, adquirindo, assim, um tnico item. As
restri¢oes (4) garantem que cada comprador receba seu item vidvel, caso exista algum,
de menor preco, pois se vy, = 1, entdo ndo pode existir nenhum item vidvel para b com
preco menor que p, e caso exista algum x;,; = 1, p’ < p, entdo y, = 0.

O seguinte teorema, proposto pelos autores, auxilia na redu¢do do nimero de
variaveis do modelo.

Teorema 1. Sem perda de generalidade, se p é uma solucdo otima para o Problema
da Compra Minima, entdo, para todo item i € I, p; € {vy | b € B} \ {0}, isto ¢,
Fi = {va | ¥b € B} \ {0}. -

A segunda formulagdo, inspirada na formulacdo para a Precificacdo Livre de In-
veja, tem como varidveis de decisdo a varidvel bindria x;,, que indica se um item ¢ foi
alocado ao comprador b; a varidvel bindria y;;,, que indica se o item ¢ € vidvel para
o comprador b; a varidvel continua p;, que representa o preco do item ¢; e a varidvel
continua p;;,, que indica o preco que o comprador b pagou pelo item i (p; caso b tenha
recebido 7, e 0 caso contrdrio). Além disso, definimos R; = max{vy | b € B},Vi € [,
€ = min{vib — Uyt ’ Vi,i/ S [,\V/b, b e B,Uib # Uz”b’}; e S, = {Z | Vip > 0},Vb € B.
Denotamos tal formulagdo de (PLIM), por se tratar de um modelo linear inteiro misto.

(PLIM) maximize Z Z Pib

beB €S,
sujeito a Z T <1 vbe B @)

€Sy
VipTip — Pip = 0 Vbe B,VieS, 8)
Div > pi — Ri(1 — x33) Vbe B,Vie S, )
Piv < pi Vbe B,Yie S, (10)
g > o PTE Vbe B,YieS, (1)

Vip + €
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Tip, Yip € {0,1} Vbe B,YieS, (13)
Pip = 0 Vbe B,YicE S, (14)
pi >0 Viel (15)

As restri¢des (7) garantem que cada comprador receba no maximo um tnico item.
Quando z;, = 0, as restrigdes (8) e (14) garantem que p;; = 0. J4 quando x;;, = 1, as
restrigoes (9) e (10) garantem que p;, = p;. As restri¢des (11) garantem que y;;, = 1 se o
item ¢ € vidvel para b. As restricdes (12) garantem que cada comprador receba seu item
vidvel de valor minimo, caso exista algum, pois quando y;;, = 1, ¢ é vidvel para b e o preco
pago por b pelo item que ird receber deve ser menor ou igual p;.

3. Resultados Computacionais

Para avalia¢do e comparacdo iniciais das formula¢des, foram realizados testes de desem-
penho utilizando uma méaquina Intel®Xeon®CPU E5-2630 v4 2.20GHz com 32GB de
memoria RAM, sistema operacional Ubuntu 20.04.4 LTS. As formulac¢des foram imple-
mentadas utilizando a linguagem C++ e a API do software Gurobi.



Para obtencao de instancias, utilizou-se o gerador Unit-Demand Market Models
[Fernandes et al. 2016]. Todas as instancias testadas podem ser consideradas pequenas,
pois vao de 50 compradores e 50 itens, at€ 150 compradores e 150 itens. As unicas
instancias densas sao as do modelo rc, pois nela os compradores oferecem valoragdes nao
nulas para todos os itens. Além disso, foi utilizado um tempo limite de execucao de 3600s.

Por meio da Tabela 1, podemos comparar o desempenho das formulacdes. A
formulacao (PLI), j4 reduzida em nimero de varidveis considerando o Teorema 1, obteve
um desempenho superior ou equivalente para a maioria das instancias, mesmo gerando
um modelo maior. Curiosamente, o modelo foi sempre solucionado no né raiz através do
uso heuristicas primais e adicdo de cortes, ndo chegando a iniciar a fase de branching. Ja
a formulacdo (PLIM) obteve bons resultados apenas em instancias pequenas, nao sendo
capaz de resolver trés instancias e obtendo um tempo de processamento maior, de forma
geral. Em nossos experimentos observamos que tal formulacao apresenta dificuldades em
provar a otimalidade de uma solu¢do encontrada por uma heuristica primal.

Tabela 1. Tempo de execucao ou GAP para cada uma das formulacoes.

(PLI) (PLIM)

Instancia [I]  |B|] Gap Tempo Gap Tempo

c-n=50-c=14-p=7-0=8-1=1-h=100-d=0.25 50 50 0% 1.1s 0% 149s
c-n=100-c=14-p=7-0=8-1=1-h=100-d=0.25 100 100 0% 26s 0.02%  3600s
c-n=150-c=14-p=7-0=8-1=1-h=100-d=0.25 150 150 0% 625s 0.06%  3600s

n-n=50-h=3-d=8-m=10 50 50 0% 0.7s 0% 0.5s
n-n=100-h=3-d=8-m=10 100 100 0% 2.5s 0% 15s
n-n=150-h=3-d=8-m=10 150 150 0% 3.6s 0% 18s
p-n=50-e=800-q=200-d=0.25 50 50 0% 35s 0% 1028s
p-n=100-e=800-q=200-d=0.25 100 100 0% 12s 0.04%  3600s
p-n=150-e=800-q=200-d=0.25 150 150 0% 11s 0% 1090s
rc-n=25 25 25 0% 22s 0% 0.48s
rc-n=50 50 50 0% 248s 0% 262s
rc-n=100 100 100 0% 1952s 0% 394s

4. Conclusoes

Esta pesquisa foi motivada pelo aspecto pratico do Problema da Compra Minima e por
sua investigacdo ser escassa na literatura até entdo. Foram propostas duas formulacdes
para resolver o problema: uma baseada em uma formulagdo para o Problema da Compra
Mixima (denotada por PLI) e outra baseada em uma formulagdo da Precificacdo Livre de
Inveja (denotada por PLIM).

Por meio de testes computacionais foi possivel demonstrar o desempenho superior
de formulacao (PLI) em instancias pequenas. Tal formulacdo s6 pode ser usada na pratica
gragas a um teorema que prova que basta considerar um subconjunto de precos para cada
item. De fato, podemos considerar, para cada item, apenas precos que sejam iguais as
valoracdes dadas aquele item. Tal teorema pode ser util futuramente para o projeto de
outros algoritmos para o Problema da Compra Minima.

Os trabalhos futuros envolvem o estudo de meios para tornar as formulacdes mais
enxutas, com menos varidveis e restricdes, de forma que consigam processar instancias
mais densas, e também de outras formas de branching que possam ser mais eficientes
que a utilizada por padrao pelo Gurobi. Ademais, pretende-se também utilizar geragao de
cortes para acelerar o processo de prova de otimalidade.
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