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Abstract. In 2016, Dantas et al. proposed the question about the existence of a
Type 1 cubic graph with girth at least 5 and equitable total chromatic number
5, which motivated our result. We prove that Double Star snark have equitable
total chromatic number 4, contributing as a negative evidence to this question.

Resumo. Em 2016, Dantas et al. levantaram o questionamento se existe um
grafo cúbico Tipo 1 com cintura pelo menos 5 e que possua número cromático
total equilibrado 5, o que motivou este trabalho. Nós provamos que o snark
Estrela Dupla possui número cromático total equilibrado 4 contribuindo para
esta questão como uma evidência negativa.

1. Coloração total equilibrada
Uma coloração total de um grafo G é uma atribuição de cores tanto aos seus vértices
quanto às suas arestas. Quando são atribuı́das k cores aos elementos (vértices e arestas)
de G, dizemos que G possui uma k-coloração total. O número cromático total de G,
denotado por χ′′(G), é o menor valor de k necessário para colorir todos os elementos
de G sem que arestas adjacentes, ou vértices adjacentes ou vértices e arestas incidentes
possuam a mesma cor. É claro ver que o χ′′(G) ≥ ∆(G)+1, onde ∆(G) é o grau máximo
de G. Além do limite inferior, a Conjectura 1 estabelece um limite superior para o número
cromático total.

Conjectura 1 (Conjectura da Coloração Total (TCC)). [Vizing 1964, Behzad 1965] O
número cromático total de um grafo simples χ′′(G) é no máximo ∆(G) + 2.

Rosenfeld [Rosenfeld 1971] verificou que a Conjectura da Coloração Total é
válida para os grafos cúbicos, que são grafos nos quais todos os vértices têm exatamente 3
arestas incidentes. Portanto, o número cromático total dos grafos cúbicos é 4 (chamados
Tipo 1) ou 5 (chamados Tipo 2).

Uma coloração total é equilibrada quando as cardinalidades de quaisquer duas
classes de cor diferem em no máximo 1. De forma análoga ao número cromático total,
o número cromático total equilibrado, denotado por χ′′

e(G), é o menor k para o qual G
possui uma k-coloração total equilibrada. O mesmo limite inferior da coloração total se
aplica na coloração total equilibrada, e a Conjectura 2 estabelece um limite inferior para
o número cromático total equilibrado.

Conjectura 2 (Conjectura da Coloração Total Equilibrada (ETCC)). [Fu 1994] O número
cromático total equilibrado de um grafo simples χ′′

e(G) é no máximo ∆(G) + 2.



De forma análoga, [Wang 2002] verificou que a Conjectura da Coloração To-
tal Equilibrada é válida para os grafos cúbicos e assim o número cromático total equi-
librado destes é 4 ou 5. Existem infinitos grafos cúbicos Tipo 1 com χ′′

e(G) = 5
[Dantas et al. 2016].

2. O snark Estrela Dupla
Os snarks são grafos cúbicos, sem ponte, ciclicamente 4-aresta-conexos, com cintura
pelo menos 5, e que não possuem coloração de arestas com 3 cores. Esta classe de grafos
foi introduzida em 1880, por P. G. Tait em [Tait 1880]. Em 1898, J. Petersen descobriu
o primeiro snark, o famoso grafo de Petersen, e a partir daı́ iniciou-se uma caçada por
novos snarks. Em 1975, Rufus Isaacs [Isaacs 1975] definiu uma operação entre snarks
para geração de novos snarks, chamada de produto interno. Como exemplo, os snarks de
Blanuša são obtidos do produto interno de dois grafos de Petersen. Com alguns snarks
já conhecidos, Isaacs [Isaacs 1975] descobriu famı́lias infinitas de snarks, e um que não
pertencia a nenhuma destas famı́lias, chamado de Estrela Dupla (“Double Star”). Este é
composto por 30 vértices e 45 arestas, e está apresentado na Figura 1.

Figura 1. Snark Estrela Dupla.

3. Resultado
Nosso estudo foi motivado pela questão proposta por [Dantas et al. 2016] acerca da
existência de um grafo cúbico Tipo 1, com cintura de pelo menos 5 e que possua o número
cromático total equilibrado 5.

Os snarks de Petersen, Celmins-Swart 1 e Celmins-Swart 2 são snarks com cin-
tura 5 e com menos que 30 vértices que sabemos que possuem 4-colorações totais equi-
libradas. Em 2011, Campos et al. [Campos et al. 2011] mostraram que todos os mem-
bros da famı́lia infinita Snark Flor (“Flower snark”) possuem 4-colorações totais e estas
são equilibradas. Em 2014, Sasaki et al. [Sasaki et al. 2014] mostraram que todos os
membros das duas famı́lias infinitas de Blanuša possuem 4-colorações totais equilibra-
das. Em 2016, Dantas et al. [Dantas et al. 2016] provaram que todos os membros da
famı́lia infinita de Goldberg possuem 4-colorações totais equilibradas. Em 2017, Cor-
deiro et al. [Cordeiro et al. 2017] provaram que todos os membros da primeira famı́lia
infinita dos snarks de Loupekine possuem 4-colorações totais equilibradas. Por fim, em



2023, as autoras [Araújo and Sasaki 2023] apresentaram 4-colorações totais equilibradas
para todos os membros da segunda famı́lia infinita dos snarks de Loupekine.

Neste trabalho, verificamos que o snark Estrela Dupla possui uma 4-coloração
total equilibrada, contribuindo assim de forma negativa para a questão motivadora e re-
sultando no Teorema 1, apresentado a seguir.

Teorema 1. O snark Estrela Dupla possui número cromático total equilibrado 4.

Ideia da prova Na pesquisa conduzida por Cavicchiolli et al. [Cavicchioli et al. 2003]
em 2003, foi mostrado que todo snark com até 30 vértices é Tipo 1, portanto temos que
o snark Estrela Dupla possui uma 4-coloração total. Provamos que é possı́vel colorir este
mesmo grafo com uma 4-coloração total equilibrada. Para tanto, considere c1, c2, c3, c4
as classes de cores usadas na coloração total do grafo. Este snark possui 75 elementos
entre vértices e arestas, e obtemos uma coloração total equilibrada com classes de co-
res c1, c2, c3, c4 possuindo cardinalidades iguais a 19, 19, 19 e 18, respectivamente. Na
Figura 1 é apresentada esta 4-coloração total equilibrada.

Figura 2. Snark Estrela Dupla com uma coloração total equilibrada com 4 cores.

4. Conclusão

Este trabalho apresenta uma 4-coloração total equilibrada do snark Estrela Dupla. Como
trabalhos futuros, iremos investigar a coloração total equilibrada dos snarks obtidos
através do produto interno de snarks, proposto por Isaacs [Isaacs 1975].



Referências
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