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Abstract. The subject of graph convexity is well explored in the literature, the
so-called interval convexities above all. In this work, we explore the cycle con-
vexity, whose interval function is I(S) = S U {u | G[S U {u}] has a cycle
containing u}. In this convexity, we prove that the decision problems associated
to the parameters rank and convexity number are in NP-complete and W[ |-
hard when parameterized by the solution size. We also prove that to determine
whether the percolation time of a graph is at least k is NP-complete, but poly-
nomial for cacti or when k < 2.

Resumo. O conceito de convexidade em grafos é bastante explorado na litera-
tura, principalmente as chamadas convexidades de intervalo. Neste trabalho,
exploramos a convexidade de ciclos, cuja fung¢do de intervalo é I(S) = SU{u
G[S U {u}] possui um ciclo contendo u}. Nessa convexidade, provamos que os
problemas de decisdo atrelados aos pardmetros rank e niimero de convexidade
sdo problemas NP-completos e W[1 ]-dificeis quando parametrizados pelo ta-
manho da solu¢do. Provamos também que determinar se o tempo de percolagdo
é pelo menos k é NP-completo, porém polinomial para cactos ou quando k < 2.

1. Introducao

Uma convexidade [Farber and Jamison 1986, Harary and Nieminen 1981] € um par or-
denado (V,C), onde V' é um conjunto, chamado de espago de convexidade, e C é uma
familia de subconjuntos de V', chamados de conjuntos convexos, satisfazendo as seguin-
tes propriedades: (i) V, () € C; e (ii) C € fechada para a interse¢do. Um possivel espaco de
convexidade € definido pelos vértices de um grafo, neste caso se tratando de uma convexi-
dade em grafos [Harary and Nieminen 1981]. Em uma convexidade, a familia C pode ser
definida a partir de uma fungdo de intervalo I : V' — V', de modo que S' € C se e somente
se S € ponto fixo de I, ou seja, I(S) = S. Nesse caso, chamamos a convexidade em
questdo de convexidade de intervalo. Cada fungao de intervalo I define um tipo diferente
de convexidade de intervalo em grafos. Dentre as mais estudadas estdo a convexidade
geodésica [Pelayo 2013], a convexidade P5 [Bollobas and Riordan 2006] e a convexidade
monofonica [Farber and Jamison 1986]. A convexidade que investigaremos neste traba-
lho é a convexidade de ciclos [Araujo et al. 2018], cuja fun¢@o de intervalo /(.S) contém S
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e todos os vértices u tais que G[S U {u}] possui um ciclo que contém u, onde G[X] é o
subgrafo de (G induzido pelos vértices em X.

Dada uma convexidade de intervalo em um grafo G = (V, E), a envoltéria con-
vexa de S C V é o maior conjunto convexo H(.S) que contém S, ou seja, H(S) = I¥(9),
tal que 7%t1(S) = I*(S), onde I°(S) = S e I*(S) = I(I*71(S)), para k > 1. Di-
zemos que S € um conjunto de envoltéria se H(S) = V. Com isso, podemos defi-
nir varios parametros relacionados as convexidades em grafos, como o niimero de con-
vexidade [Chartrand and Zhang 1999], denotado por ¢((), que consiste no tamanho de
um maior subconjunto préprio convexo de V, o rank [Dourado et al. 2022], denotado
por 7(G), que consiste no tamanho de um maior conjunto .S C V' tal que néo existe v € S
onde v € H(S \ {v}), e o tempo de percolagdo [Benevides et al. 2015], denotado por
pn(G), que consiste no maior inteiro k tal que existe um conjunto de vértices S onde

[F1(S) £ I*(S) = V.

As demais secOes estdo organizadas da seguinte forma: na Secdo 2, mostramos
que os problemas computacionais que consistem em determinar se ¢(G) > ke r(G) > k
sdo NP-completos e W[1]-dificeis, quando parametrizados por k. Na Secdo 3, apresen-
tamos dois algoritmos polinomiais, o primeiro computa pn(G) quando G é um cacto,
que € a classe composta pelos grafos conexos G tais que qualquer par de ciclos de G
tem no maximo um vértice em comum, ¢ o segundo determina se pn(G) > 2. Também
mostramos que determinar se pn(G) > k, para qualquer k£ > 9 fixo, € NP-completo.

2. Resultados nos parametros rank e nimero de convexidade

Nesta se¢do, trabalharemos com os parametros rank e nimero de convexidade, provando
a NP-completude e W[1]-dificuldade dos problemas consistindo em determinar se r(G) >
ke se ¢(G) > k, quando parametrizados por k, na convexidade de ciclos.

Teorema 1. Determinar se r(G) > k é NP-completo e W[ 1 ]-dificil parametrizado por k.

Demonstrag¢do. Seja mif(G) o tamanho de um maior subconjunto de vértices de G que
induz uma floresta. Para qualquer grafo GG, temos que 7(G) = mif(G), pois podemos
ver que um subconjunto de vértices S de um grafo G € tal que, para todo v € S, v ¢
H(S\ {v}) se e somente se S ndo induz nenhum ciclo em G. Com isso, o teorema segue
do fato, provado por Jaffke et al. [Jaffke et al. 2020], de que determinar se mif(G) > k
¢ NP-completo e W/[1]-dificil quando parametrizado por k. O

Teorema 2. Determinar se ¢(G) > k é NP-completo e W[ 1 ]-dificil parametrizado por k.

Ideia da prova. Podemos checar se um conjunto é ou ndo convexo em tempo polino-
mial na convexidade de ciclos, logo o problema estd em NP. Apresentaremos uma
redugcdo parametrizada, porém também de tempo polinomial, a partir do problema
CONJUNTO INDEPENDENTE parametrizado no parimetro k, o qual é W[1]-completo
[Cygan et al. 2015]. Dada (G = (V, E), k) uma instdncia d¢ CONJUNTO INDEPEN-
DENTE, onde podemos supor que exista pelo menos uma aresta em (, construimos um
novo grafo G’ = (V' E’) da seguinte forma: (i) fazemos V' C V' e E C F’; (ii) adicio-
namos um vértice x a G’ e, para cada uv € F, adicionamos um par de vértices z. | x>

e as arestas ux’ L 2

uv? uv
vrl ur? vr?, aG'. Seja X o conjunto de vértices adicionados neste

uv? uv? uv?



passo; (iii) adicionamos arestas em G’ de modo que os vértices adicionados no passo
anterior formem uma clique em G’.

A construg@o apresentada tem complexidade polinomial, visto que a quantidade
de vértices e arestas é polinomial no tamanho de G. E possivel provar que (G, k) é uma
instancia SIM de CONJUNTO INDEPENDENTE se e somente se ¢(G') > k + 1 a partir
dos fatos de que, se S € um conjunto independente de GG, S U {x} é um conjunto convexo
de G’ e, se S é um conjunto convexo de G’, entdo |[S N X| < 1e S\ X é um conjunto
independente de G. [

3. Resultados no parametro tempo de percolacao

Nesta secao, trabalharemos com o parametro tempo de percolacdo. Provamos que o pro-
blema de determinar se pn(G) > k é NP-completo mesmo para qualquer £ > 9 fixo,
porém € polinomial quando GG € um cacto ou para qualquer k£ < 2 fixo.

Seja G um cacto com ao menos um ciclo. Definimos o grafo T = (C, A) sub-
jacente a GG de forma que cada né em C € um ciclo de G e C;Cy; € A se e somente se
V(Cy) NV (Cy) # 2. Dizemos que um ciclo é terminal se ele possui no maximo uma
articulagdo. Defina ainda [p(G) como o maior caminho induzido de G. Com isso, um
algoritmo linear que determina pn(G) quando G é um cacto vem como consequéncia dos
dois seguintes resultados.

Lema 3. Dado um cacto G, podemos calcular Ip(T¢) em tempo linear no tamanho de G.
Lema 4. Seja G um cacto com ao menos um ciclo. Temos que pn(G) = Ip(Tg) + 1.

Ideia da prova. A ideia principal dessa demonstracdo € a de que, dado um maior cami-
nho induzido Cy, Cy,Cs, ..., Cy em T = (C, A), conseguimos obter um conjunto de
envoltéria S de G de modo que existe um vértice em V (Ciy1) NV (Cy) que também estd
em [*t1(S) \ I'(S), para 0 < t < k, e, adicionalmente, um vértice em V (Cy) \ V(Cy_1)
que também estd em [*+1(S) \ I*(S). O

Seja G = (V, FE) um grafo e vértices adjacentes v,w € V. Definimos R¢ (v, w)
como o conjunto de todos os subgrafos de GG induzidos por um conjunto AU B, onde G| A]
é um ciclo sem cordas que contém a aresta vw e G[B] é um ciclo que contém w e ndo
contém v, tal que v tem no maximo um vizinho em B \ {w}. A corretude do algoritmo
de complexidade ciibica para determinar se pn(G) > 2 segue dos dois seguintes lemas.

Lema 5. Seja G = (V,E) um grafo. Existem vértices v e w vizinhos em G tais
que Rg(v,w) # O se e somente se existe um conjunto S C V, tal que 1*(S)\ I(S) # @.
Adicionalmente, S pode ser computado em tempo linear.

Lema 6. Sejam G = (V,E) um grafo,v € Ve Q C V. Sev € I*(Q) \ 1(Q), entdo
existe um conjunto de envoltéria S 2 Q de G, tal que v € I*(S) \ 1(S) e tal que S pode
ser computado em tempo ctibico.

Mostraremos agora o resultado de NP-completude.
Teorema 7. Determinar se pn(G) > k é NP-completo para todo k > 9 fixo.

Ideia da prova. O problema estd em NP, pois um conjunto de envoltéria .S de um grafo G,
tal que I*71(S) # V(G), é um certificado valido para a instincia (G, k) do problema que
pode ser verificado em tempo polinomial.



(a) Gadget. (b) Gadget da clausula C;, onde cada loop representa o gadget da Fig. 1a e o vértice p
da Fig. 1a é o vértice visivel no grafo. Os sobrescritos foram omitidos.

Figura 1. Gadgets usados na prova do Teorema 7.

A seguir, vamos mostrar uma reducdo polinomial a partir do problema 3-
SAT para k = 9 fixo. Seja ¢ uma instancia de 3-SAT. Vamos denotar o conjunto de
clausulas de ¢ por C = {C4,Cs,...,Cy,}, onde C; = {¢4, (4, 04} é o conjunto de literais
da i-ésima cldusula de , e o conjunto de varidveis de ¢ por X = { X1, X5, ..., X,,}. Con-
sidere a construgdo a seguir para obter um grafo GG a partir de : (i) Para cada clausula C;,
construimos o gadget da Fig. 1b, onde os loops nos vértices qi, g5, ¢4, 1}, 75,75 € 2* re-
presentam o gadget da Fig. 1a, com cada um desses vértices na posi¢ao do vértice p da
Fig. 1a. Seja V; o conjunto de vértices no gadget da clausula C;; (ii) para cada par de
. . % J .z .o s o /
literais £, e £; opostos de uma mesma varidvel, adicione 0s Vértices y; 4. € Y; , ;- Forme

s i .. . ,
um K3 com 0s vértices w,, Wy, € Yi 4,5, © adicione um gadget da figura Fig. la com y; , -,
na posigdo do vértice p da Fig. 1a. Seja Y o conjunto dos vértices y; . j» € Y’ 0 conjunto
dos vértices y; , ;, adicionados nesse passo; e (iii) adicione um vértice z e, para cada par
yo ! yove !

de VErtices Yi q,j,b € Y; 45> fOrme um K com 0s VErtices v a,j,b: Y; 4 jp € -

A constru¢do possui um numero polinomial de vértices e arestas em relagdo ao
tamanho de ¢ e, pela definicdo acima, a constru¢ao tem complexidade polinomial. Te-
mos que ¢ ¢é satisfativel se e somente se existe um conjunto de envoltéria S de G tal
que I8(S) # V(G). Dada uma atribui¢do que satisfaz o, o conjunto S é um conjunto
de envoltéria de G tal que = ¢ I%(S). Por outro lado, dado um conjunto de envoltéria
minimal de G, € possivel mostrar que ele possui dois vértices de cada gadget da Fig. 1a
e um vértice de cada conjunto U; = {ui, ub, ul, v}, vi, vi}, e que apenas x pode ndo estar
em [°(S). Para termos ¢ I5(S), precisamos que Y C I8(S) \ I7(S) e, consequente-
mente, que cada par de vértices w’, e wj seja tal que ambos ndo podem estar em 75(.5).

Assim, a seguinte atribui¢do de valores para as varidveis em X é bem definida
e satisfaz ¢: para cada w!, se w’ € I°(S), fazemos a varidvel X}, correspondente ao
literal Eﬁl assumir o valor verdadeiro se e somente se ﬁfz = Xy; e, se, apos efetuar essas
atribuigdes, restar alguma varidvel ainda sem atribuicao de valor, faca ela receber valor
verdadeiro. Por fim, para conseguirmos uma reducdo para qualquer £ > 9 fixo, podemos
estender a redugao a partir do vértice x. [
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