Os grafos cordais comparabilidade como grafos de intersecao
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Abstract. A graph G is chordal if every cycle of size at least 4 in G has a chord;
it is a comparability graph if it admits a transitive orientation of its edges; and
it is a chordal comparability graph if it is both a chordal graph and a compara-
bility graph. Chordal graphs are the graphs of intersection of subtrees of a tree.
It is still an unanswered question whether there is an interesting class C such
that the comparability graphs are the intersection graphs of C. In this work,
we define a class of families of subtrees T such that the chordal comparability
graphs are the intersection graphs of T .

Resumo. Um grafo G é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 em GG
possui uma corda; é de comparabilidade se admite uma orientacdo transitiva
de suas arestas; e é cordal comparabilidade se é simultaneamente cordal e de
comparabilidade. Os grafos cordais sdo os grafos de intersecdo de subdrvores
de uma drvore. E uma questdo ainda sem resposta se existe uma classe inte-
ressante C tal que os grafos de comparabilidade sdo os grafos de intersecdo de
C. Neste trabalho, definimos uma classe de familias de subdrvores T tal que os
grafos cordais comparabilidade sdo os grafos de intersecdo de T .

1. Grafos de intersecao e grafos cordais comparabilidade

Nesta secdo, revisamos conceitos e resultados bésicos referentes a grafos de
interse¢do, grafos cordais, de comparabilidade e cordais comparabilidade.

Defini¢do 1 Seja F = {5y, ...,S,} uma familia de conjuntos — que podem possuir uma
certa estrutura (algébrica, geométrica, topoldgica, etc.) — possivelmente com elementos
repetidos. O grafo de intersegdo (resp. grafo de contengdo) de F, denotado por Q2(F), é o
grafo cujo conjunto de vértices é F e tal que S; e S; sdo adjacentes sse ¢ # je S;NS; # ()
(resp. S; € Sjou S; C S;). Um grafo G possui uma representagdo por intersegdo em JF
(resp. possui uma representagcdo por contengdo em JF) se é isomorfo a Q(F).

Definicao 2 Sejam G uma classe de grafos e C uma classe de familias de conjuntos de um
certo tipo. Dizemos que os grafos em G sdo os grafos de intersecdo de C (resp. grafos de
contengdo de C) se para todo grafo G, temos: G € G sse existe F € C tal que G possui
uma representacio por intersecao (resp. por contencdo) em F. Dizemos que G ¢ classe
de intersegdo (resp. classe de contengdo) se existe uma classe de familias de conjuntos C
tal que os grafos em G sdo os grafos de intersecdo (resp. grafos de contengdo) de C.



As classes de grafos de intersecdo foram caracterizadas em [Scheinerman 1985]
(cf. [McKee and McMorris 1999], p. 6-9). Como corolério, temos que nem toda classe
de grafos € de intersecdo, como, por exemplo, a classe dos grafos que nio contém ciclos
de tamanho 4 ou 5 como subgrafos induzidos.

Definicao 3 Um grafo G é cordal se todo ciclo de tamanho ao menos 4 em G possui uma
corda, ou seja, uma aresta que une dois vértices ndo consecutivos do ciclo. Denotamos a
classe de todos os grafos cordais por Cordal.

Cordal € classe de intersecao (cf. p. 91-94 de [Golumbic 2004]). Mais especifi-
camente, para todo grafo GG, sdo equivalentes: (a) GG € cordal; (b) G é grafo de intersecao
de uma familia de subarvores de uma arvore; (c) G possui uma drvore caracteristica.

Definicao 4 Seja (P, R) um conjunto parcialmente ordenado com P = {vy,...,v,}. O
grafo de comparabilidade de (P, R) é o grafo cujo conjunto de vértices é P e tal que
v; e v; sdo adjacentes sse ¢ # j e ou (v;,v;) € Rou (vj,v;) € R. Um grafo G é de
comparabilidade se existe um conjunto parcialmente ordenado finito (P, R), tal que G é
isomorfo ao grafo de comparabilidade de (P, R). Denotamos a classe de todos os grafos
de comparabilidade por Comparabilidade.

De acordo com a Definicdo 4, um grafo GG é de comparabilidade sse possui uma
orientagdo transitiva de suas arestas, i.e., uma relagdo Og sobre V' (G), tal que para todos
u,v,w € V(G), se (u,v) € Og, entdo (v,u) ¢ Og e se (u,v), (v,w) € Og, entdo
(u,w) € Og.

Comparabilidade € classe de contencdo [Golumbic and Scheinerman 1999]. Mais
especificamente, para todo grafo G, sdo equivalentes: (a) G é de comparabilidade; (b)
G € de contencdo; (c) G é grafo de contengdo de subestrelas de uma estrela. Mostra-
mos que estas equivaléncias sdo uma simples reformulacdo da representacdo das ordens
parciais como ordens de conjuntos. Além disso, como corolério de [Scheinerman 1985],
provamos que a classe Comparabilidade também € de interse¢do. Na verdade, o resul-
tado de [Scheinerman 1985] nos permite construir, de maneira artificial, um modelo de
intersecdo de C. Porém, ainda é uma questao sem resposta se existe uma classe C, cujos
elementos possuem propriedades (algébricas, geométricas, topoldgicas, etc.) interessan-
tes, tal que os grafos de comparabilidade sdo os grafos de interse¢do de C.

Definicao S Um grafo é cordal comparabilidade se é cordal e € de comparabilidade. De-
notamos a classe de todos os grafos cordais comparabilidade por Cordal comparabilidade.

Grafos cordais comparabilidade t€m sido objeto de varios estudos, particular-
mente, no que diz respeito a resultados estruturais: (i) a dimensdo linear dos grafos
cordais comparabilidade é menor ou igual a 4 [Ma and Spinrad 1991]; (ii) esse limite
€ justo [Kierstead et al. 1992]; (iii) Cordal comparabilidade é caracterizada pela proibicao
de uma lista infinita de sugrafos induzidos [Borie and Spinrad 1999]; (iv) os grafos cor-
dais comparabilidade podem ser caracterizados através de bases quadraticas de Grobner
de certos ideais téricos [Ohsugi and Hibi 2017]. Nao conhecemos resultados sobre a es-
trutura das arvores caracteristicas dos grafos cordais comparabilidade, mas demonstramos
que o grau maximo destas arvores nao € limitado [Cerioli et al. 2023].

2. Modelo de intersecao para os grafos cordais comparabilidade

Nesta se¢do, resolvemos um problema proposto em [Borie and Spinrad 1999],
exibindo um modelo de intersecdo para a classe Cordal comparabilidade. O Teorema 1



pode ser entendido como uma jun¢do de dois resultados: (i) a caracterizacdo dos grafos
cordais como os que possuem arvores caracteristicas e (ii) a representacao dos conjuntos
parcialmente ordenados como as ordens de conjuntos.

Teorema 1 Seja G é um grafo com conjunto de cliques maximais {Cy,...,Cy}, tal que
|C;| = ny, para cada i € [k]. O grafo G é cordal comparabilidade sse G é o grafo de
interse¢do de uma famila ¥ = {7, : v € V(G)} de subdrvores de uma arvore 7' que
satisfazem as seguintes propriedades:

P1. Existem conjuntos ndo vazios {ci,...,cp}, {f, ..., SO (o ,f91,
LW ., [}, dois a dois disjuntos, tais que: V(T) = {c1,..., ¢} U
Ule{fl(i), o 9 THe, ... ¢, }] é subdrvore de T'e f]@ séo folhas.

Denotamos H < G quando o grafo H ¢ subgrafo induzido do grafo G. Para todos
T,e Fi€[klec € VL), T = T[{e} U{fy): fi) € V(L)Y 2 To.

P2. Paratodos T,,, T, € Fei € [k],se ¢; € V(T,) NV (T,), entdo ou T%) < T'“) ou
T(e) < 7w,

P3. Para todos T, € F e i € [k], se existe j € [n;] tal que f]@ e V(T,), entdo
C; € V(Tv)

P4. Paratodas T,,T,, T, € F, seexistem ¢; e c; tais que T\ < T e T < TP,
entdo ¢;,¢c; € V(T,,) N V(T,) NV (T,).

P5. Paratodas T, T, € Fei,j € [k],sec;,c; € V(T,)NV(T,) e T'*) < T, entdo
T’LECJ') < TISCJ)

PROVA. Seja G um grafo com conjunto de cliques maximais {C, .. .,Cy}, tal que |C;| =
n;, para todo i € [k]. Assumimos que C; = {v\", ... v®}.

(=) Suponhamos que G € cordal comparabilidade. Sejam 7z uma arvore caracteristica
de G com V(Tg) = {Ci,...,Cx} e < uma orientagdo transitiva de GG. Para cons-
truir 7', tomamos os conjuntos {c1, ..., cx}, {f\V, ..., fOY {0 SO,
{ fl(k), ce f,(L?}, disjuntos dois a dois. Além disso, consideramos que os elementos de
{c1,...,cx} correspondem aos elementos de {Ci,...,C;} e, para cada ¢ € [k], que
os elementos de { fl(i), ce fr(f)} correspondem aos elementos de C;. A partir dai, T

k . .
¢ definida por V(T) = {c1,...,c} U U{f"s.... [0} e B(T) = {cie; : CC; €
i=1

k .
E(Te)yu U {cif}z) : j € [n;]}. Para definirmos F, tomamos, para cada v € V(G),
i=1

asubdrvore T, = T'[{c; : i € [k]ev € C;} U {f;i) i€ [k, 5 € [ni),v el ev](»i) < v},
induzida de T'. A partir dai, F = {7, : v € V'}.

Suprimimos as provas de que G = (F) e F satisfaz P1 e P3. No que segue,
T, T,,T, € Fei,jeE k]
e F satisfaz P2: Suponhamos que ¢; € V(T,,)NV (T,). Dai, u,v € C;. Assimuv € E(G).
Agora, como < € orientacdo transitiva, temos dois casos exclusivos. Se u < v, vamos
mostrar que 7% < T(¢), De fato, seja z € V(T*)). Se x = ¢;, como ¢; € V(T},),
temos x € V(Téci)). Por outro lado, se z = f]@, temos f]@ € V(T,). Dai, x corresponde
o o) ( ( 0 _

i€ C; tal que vji) < u. Como < é transitiva, e vji) < u < v, temos v,



Assim x = f() € V(T'“)). Desta forma, V (T*)) C V(T{*)). Resta mostrar que, dados
z,y € V(T'%)) tais que 2y € E(T{%) temos xy € E(T\%)), i.e, que T%) é subdrvore
induzida de 7). De fato, se xy € E(T(*)), entdo, sem perda de generalidade, podemos
considerar z = ¢; e y = f]( ), para algum j € [n;]. Assim, ¢; f € E(T'*)). De maneira
andloga, o caso v < u fornece T(%) < T,

o F satisfaz P4: Suponhamos que existem ¢; e c¢; tais que T < T/ e T < TS,
Como ¢; € V(T(*)), temos ¢; € V(T,). Dai, u € C;. De forma andloga, v € C; e
v, w € C;. Vamos provar que uv, uw € vw € E(G) para concluir que u, v w e C;NCj.
De fato, pela defini¢ao de T(Cl) existe fk , para algum k € [n;], tal que fk corresponde a
v,(g) = u. Pela hipétese, fk € V(T(%)). Daf, pela defini¢io de 7)), temos v,g) =u <.
Analogamente, v < w. Agora, como u < v < w, pela transividade de <, temos u < w.
Assim uv, uw, vw € E(G). Comou,v € C;ev,w € Cj, concluimos que u, v, w € C;NC;.
Desta forma, pela defini¢do de 7,,, T, e T}, temos ¢;, c; € V(T,,) NV (T,,) NV (T},).

e F satisfaz P5: Suponhamos que ¢;,c¢; € V(T,) NV(T,) e T\%) =< Ti). Sejax €
V(TL)). Consideremos dois casos. Se z = ¢j, COMO ¢; € TS, temos = € V(T\).
Sex = f U ), para algum k& € [n,|, pela definicdo de T ), temos que x corresponde a
v < u. Além disso, pela definicio de T, existe £ € V(T(Ci ), para algum [ € [n;],

tal que fl(i) corresponde a vl() = u. Agora, pela hipétese, vl ) € V(T(“)) e, pela defini¢io

de T, temos vl(i) =u <. A551m v,(c) < u < wv. Desta forma, pela deﬁnlgao de

739 temos x = f9 € V(TI ) Resta mostrar que, dados 2,y € V/(T4i%) tais que

zy € E( s )), temos zy € E( ) ). O raciocinio € analogo ao utilizado em P2.

(<) Seja T uma arvore e F = {T,,...,T,} familia de subdrvores de 7" satisfazendo as
propriedades P1 — P5. Como F ¢ familia de subarvores de uma arvore, {2(F) é cordal.

o ()(F) é grafo de comparabilidade: Seja — a relagdo sobre F, definida, para todas
T,,T, € F,por: T, — T, sse existe ¢; € V(T,) N V(T,) tal que T\ < T4 Vamos
provar que — é uma orientagdo transitiva de Q(F).

(i) — € orientagdo de Q)(F): Sejam T,,T, € F. Suponhamos que 7,,7, € E(Q(F)).
Dai, T, N T, # (). Tomemos w € V(T,,) NV (T,). Por P1, temos dois casos. Se w = ¢;,
temos ¢; € V(T,) NV (T,). Assim, por P2, ou T') < T(¢) ou T < T{%). Logo,
pela definicdo de —, temos ou 7;,, — T, ou T, — I;,. Por outro lado, se w = f@,
como w € V(T,) N V(T,), por P3, ¢; € V(T,,) N V(T,). Assim, por P2, ou T\¢) —
T() ou T'%) — T(). Logo, pela definigio de —, temos ou T}, — T, ou T, — T,.
Reciprocamente, suponhamos que 7,7, ¢ E(Q(F)). Dai, V(T,,) N V(T,) = 0. Assim,
ndo existe ¢ € [k] tal que ¢; € V(T,,) NV (T,). Dai, pela defini¢ao de —, temos 7, /4 T,
e T, » T,. Logo, ndo é o caso que ou T,, — T, ouT, — T,.

(ii) — ¢€ transitiva em Q(F): Sejam T,,T,,T, € F taisque T,, - T, e T, — T.
Dai, pela defini¢do de —, existem ¢; € V(T;,) N V(T},) e ¢; € V(T,,) N V(T,,) tais que
T() < T ¢ TS < T Assim, por P4, ¢;,¢; € V(T,) N V(T,) N V(T,). Entlo,
como ¢;,¢; € V(T,) NV(T,) e TS < T por P5, Te) < T Dai, T() < T,
Assim, existe ¢; tal que 7%} < T¢), Logo, pela definicdo de —, T, — T, [ |
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