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Abstract. A proof assistant is a software tool that assists in the development
of formal proofs. Among the capabilities of a proof assistant, such as Cogq,
it is possible to model complex structures, in particular software, that may be
represented through proofs. Among such structures, we can highlight graphs,
but little research has been carried out on formalizing the implementation for
the different algorithms that solve problems in graph theory. Thus, contributing
to the expansion of the use of proof assistants in verifying the correctness of
algorithms in graph theory, this work implements and shows a partial proof of
correctness for Dijkstra’s algorithm in Coq.

Resumo. Um assistente de provas é uma ferramenta de software que auxilia no
desenvolvimento de provas formais. Dentre as capacidades de um assistente de
provas, como o Cogq, é possivel modelar estruturas complexas, em particular
aplicagoes, que podem ser representadas por meio de provas. Entre essas es-
truturas, podemos destacar os grafos, contudo ndo foram encontradas muitas
pesquisas sobre a formalizacdo da implementagdo dos diversos algoritmos que
resolvem problemas da teoria de grafos. Assim, para contribuir com a expansdo
do uso de assistentes de provas na verificacdo da corretude de algoritmos da
teoria de grafos, este trabalho implementa em Coq o algoritmo de Dijkstra e
apresenta uma prova parcial de corretude dessa implementacdo.

1. Introducao

Em computagdo, é importante que algoritmos tenham a garantia que os programas que 0s
implementam produzam o resultado correto e que terminem a sua execucao. Para garantir
estas propriedades, € possivel definir uma especificacdo formal acerca delas, as quais,
entdo, podem ser provadas utilizando métodos matemadticos rigorosos. Como as provas
de corretude de algumas aplicacdes podem ser muito extensas e complexas, se justifica o
uso de um assistente de provas para a verificacdo de tais por um computador.

Grafos sdo estruturas matemaéticas que podem ser utilizadas para modelar e re-
solver diversos problemas. Alguns exemplos de uso de assistentes de provas em grafos
podem ser encontrados na literatura, sendo um dos mais famosos a prova do teorema das
quatro cores [Gonthier 2008], que foi provado inicialmente por [Appel and Haken 1976],



utilizando diversos assistentes de provas separados e, também, por [Gonthier 2023],
usando o assistente Coq. Porém, pouca pesquisa em grafos foi desenvolvida utilizando os
assistentes de provas, tanto na area tedrica quanto na drea pratica. Desta forma, este traba-
lho visa ampliar o uso do assistente de provas Cog nesta area, por meio da implementacao
e prova do algoritmo de Dijkstra.

Alguns trabalhos exploraram a utilizacdo de assistentes de prova para reali-
zar a implementagdo e prova do algoritmo de Dijkstra, como em [Mohan et al. 2021],
[Nordhoff and Lammich 2012], [Mange and Kuhn 2007] e [Moore and Zhang 2005],
porém, ao conhecimento dos autores, nenhum destes trabalhos realizou tanto a prova
quanto a implementacdo em uma forma construtiva do algoritmo no assistente de pro-
vas Cog, 0 que permitiria a extracao deste codigo para outras linguagens, como Haskell,
Scheme ou OCaml.

Utilizando uma abordagem de representacao de cddigo imperativo por meio de um
grafo de fluxo de controle, este trabalho realiza a extracdo de um cddigo funcional que
foi implementado em Gallina, a linguagem de implementacao do provador Coq. A partir
disso, a especificagdo formal em Cogq do algoritmo foi elaborada e parcialmente provada.
Este trabalho foi parcialmente financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico - CNPq (Processo 409707/2022-8) e pela Fundacdo de Amparo
a Pesquisa e Inovagdo do Estado de Santa Catarina — FAPESC.

2. Assistente de Provas Cogq

Para auxiliar no processo de provas matemadticas, incluindo a prova da corretude de al-
goritmos, € possivel utilizar assistentes de provas para organizar € mecanizar as etapas
das provas. Dentre estes assistentes, um dos mais conhecidos é o Cog, cujo ntcleo im-
plementa o Célculo de Constru¢gdes (Co)Indutivas [Bertot and Castéran 2013], e conta
com muitas contribui¢cdes da sua comunidade de usudrios. Uma de suas principais carac-
teristicas € o uso da linguagem de programacao e especificacao Gallina, de paradigma
puramente funcional, cujas propriedades garantem que todo programa ou prova escrito
nesta linguagem sempre termine [Barras et al. 1999].

Uma vez que a linguagem Gallina € definida dentro do paradigma puramente fun-
cional, a implementac¢do convencional do algoritmo de Dijkstra, descrita de forma impe-
rativa, ndo pode ser utilizada sem ser adaptada de alguma forma. Para isso, foi possivel
se utilizar como inspiracdo a correspondéncia entre as representagcdes intermedidrias SSA
(do inglés, Static Single-Assignment) e ANF (do inglés, A-Normal Form), conforme des-
crito por [Appel 1998]. A ideia consiste em separar o algoritmo imperativo em blocos
basicos, que podem ser representados por meio de funcdes puras definidas separada-
mente. A representacdo intermedidria de SSA representa o c6digo como um grafo de
fluxo de controle no qual uma varidvel pode ter um valor atribuido a ela apenas uma vez.

3. Implementacao e Especificacao Formal

Para a implementagao do algoritmo de Dijkstra, serd considerado o pseudocddigo da Fi-
gura 1. Neste pseudocddigo, () representa a fila de vértices a serem visitados, enquanto d
representa uma lista que associa um vértice v a um peso, que € o limite superior do peso
do menor caminho entre a origem e v. A fun¢do de relaxamento de arestas € realizada
entre as linhas 4 e 7, enquanto o percorrimento da fila € realizado entre as linhas 1 e 3.



1: Enquanto Q nio estd vazia Faca

2 u +— vértice em Q com menor d(u)

3 remove(Q, u)

4 Para todo vizinho v de u que esteja presente em Q Faca
5: alt + d(u) +weight (u,v)

6 Se alr < d(v) Entdo

7: d(v) < alt

8: Retorne d, p

Figura 1. Algoritmo de Dijkstra

A partir deste algoritmo, € possivel fazer a representacao intermedidria utilizando
o grafo de fluxo de controle mostrado na Figura 2. Neste grafo, os blocos b, e b; repre-
sentam o percorrimento da fila, enquanto os blocos b, b3 € b, representam o processo de
relaxamento de arestas e o bloco b5 representa o retorno da funcdo. Apesar de ndo estar
na forma de SSA, a representacdo demonstrada € suficiente para os fins deste trabalho.
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Figura 2. Grafo de Fluxo de Controle do Algoritmo de Dijkstra

Além de ter um cddigo representado em paradigma funcional, é preciso que a
execucao deste codigo sempre termine. Para a implementacao da funcio de relaxamento,
o Coq é capaz de inferir o argumento que converge para o caso base na recursiao. Contudo,
para a implementacdo do percorrimento da fila, é preciso deixar explicito que a fungdo
remove((),u) sempre remove o vértice u da fila, fazendo com que o tamanho da lista ()
convirja para o caso base. Para deixar o parametro decrescente explicito ao declarar a
funcao by, € utilizado o comando Program Fixpoint, juntamente com um argumento me-
asure, que indica que o parametro decrescente € o tamanho da fila (). Apds a declaragcao
da funcio, serd necessdrio provar que a fila () decresce a cada chamada de by.

Um caminho € definido indutivamente como uma conexao entre dois vértices com
um dado peso. Dessa forma, dizemos que existe um caminho em trés casos distintos: de
um vértice para ele mesmo com peso 0; entre dois vértices, caso exista uma aresta ligando
estes vértices diretamente, com o peso dessa aresta; ou por meio de transitividade entre
dois caminhos, onde se existe um caminho de um vértice ¢ a um vértice u com peso wy, €
do vértice u a um vértice v com peso ws, entdo existe um caminho do vértice ¢ ao vértice
v com peso wy + we. Outras definicdes importantes sdo as defini¢des de menor caminho,
tal que existe um menor caminho de w pra v com peso w se ndo existe nenhum outro
caminho entre estes vértices com peso menor que w, € a definicdo de alcancabilidade,
onde um vértice u alcanga v se existe um menor caminho com um peso w entre eles.



Além dos caminhos, sdo definidos outros dois conceitos, estes relacionados a lista
associativa de distancias: a sanidade, que diz que se existe uma associacdo de um peso
w a um vértice v, entdo existe um caminho da origem para v com peso w; € a defini¢do
da invariante do algoritmo, que diz que para todo vértice do grafo, ou esse vértice ndo foi
visitado pela busca, ou se ele € alcangdvel a partir da origem, entdo existe uma distancia
associada a este vértice que € igual a distancia do menor caminho entre a origem e este
vértice.

Para provar a corretude do algoritmo de Dijkstra tem-se o teorema principal de
acordo com o qual para todo vértice v e peso w, se existe um menor caminho da origem
para v com este peso w, entdo w estd associado a v na lista associativa retornada pelo
algoritmo. Para auxiliar na prova deste teorema, sdao enunciados alguns lemas, nos quais
se destacam: a preservacdo da invariante, tanto pela chamada da funcdo b, quanto pela
chamada da funcdo b,, e a preservagao da sanidade pela chamada da fungao by. Se estes
teoremas e lemas forem provados, entdo € provada a corretude do algoritmo de Dijkstra,
visto que € garantido que o algoritmo sempre para, por conta das propriedades da propria
linguagem do assistente Cogq, € que ele respeita uma especificacdo formal que atesta que
ele produz o menor caminho.

4. Prova de Corretude

As ideias apresentadas para a implementacdo do algoritmo foram replicadas em Cogq', e
o resultado foi um algoritmo executavel e, pelas exigéncias da linguagem Gallina, é certo
que as execugoes deste algoritmo sempre terminam. As provas dos lemas da preservagao
da sanidade e invariancia pela aplica¢ao da funcdo de relaxamento ainda nao foram con-
cluidas e estao definidas parcialmente. Contudo, pelos avancos realizados na prova destes
resultados, ha evidéncias para se argumentar a favor da corretude destas propriedades.
Por outro lado, as provas sobre a funcdo b, e a fung¢do de Dijkstra, utilizando os lemas
nao provados acerca do relaxamento, foram concluidas. Assim, a prova da corretude do
algoritmo, ao momento da escrita, s6 depende da conclusdo da prova da corretude da
funcado de relaxamento. Ressalta-se que quando uma prova é concluida em um assistente
de provas, esta prova estd correta (conforme a teoria especificada pelo tal).

5. Consideracoes Finais

Nesse trabalho foi implementado o algoritmo de Dijkstra no assistente de provas Cogq,
bem como foi definida uma especificagao formal e implementada uma prova parcial sobre
esta especificacdo. Entende-se que a abordagem utilizada para modelagem e para a
implementa¢do do algoritmo pode ser replicada em outros algoritmos e, dessa forma,
novas implementacdes e provas poderao ser realizadas. Quanto a prova parcial, ainda que
ela ndo tenha sido concluida, foi possivel obter evidéncias de sua corretude, que podem
ser formalmente provadas ao verificar que a funcao de relaxamento esta correta.

Para a finalizagdo deste trabalho, € necessaria a conclusdo das provas sobre a
fun¢do de relaxamento. Além disso, acredita-se na importancia do uso do Cog para a
implementagdo e prova de corretude de outros algoritmos que resolvem problemas da te-
oria de grafos, gerando uma biblioteca s6lida para grafos e abrindo a possibilidade de
desenvolvimento de novos algoritmos com provas consistentes de seu funcionamento.

' A implementagio pode ser encontradas no repositério: https:/github.com/joao-frohlich/dijkstra-spec
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