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Abstract. In this paper we analyze a transportation game where all players
want to be transported to a common destination as quickly as possible, and
in order to achieve this goal, they have to choose one of the available buses.
We provide bounds for the Sequential Price of Anarchy considering two social
functions in both metric and non-metric instances.

Resumo. Neste artigo, consideramos um jogo de transporte onde todos os joga-
dores querem ser transportados a um destino em comum o mais rdpido possivel,
e para isso eles devem escolher um dentre os onibus disponiveis. Apresentamos
limitantes para o Preco da Anarquia Sequencial considerando duas fungoes so-
ciais, para ambas instancias métricas e ndo-métricas.

Introducao

Problemas relacionados com meios de transporte sdo comumente encontrados na drea
de Otimiza¢ao Combinatoria, como, por exemplo, o problema do caixeiro viajante e o de
roteamento de veiculos. Recentemente, [Fotakis et al. 2017] propuseram e analisaram um
problema de transporte sob a perspectiva da teoria de jogos algoritmica no qual exibem
resultados quanto a existéncia e a ineficiéncia de equilibrios puros de Nash. A seguir,
apresentamos o jogo proposto por eles, o qual também sera objeto dos nossos resultados.

Um jogo de transporte I' é uma tupla (N, M, G), onde N é um conjunto de n
jogadores; M é um conjunto de m > 2 6nibus; G = (V, E') é um grafo completo ndo-
direcionado com um vértice de partida s e um vértice de destino ¢ onde cada aresta
e € F possui uma distdncia d. € Ry, e V = N U {s,t}. Se todas as distancias
d. obedecerem a desigualdade triangular, dizemos que GG é métrico. Cada jogador estd
localizado em um vértice de GG e eles possuem o objetivo de serem transportados de
suas localizagdes ao vértice ¢ com o menor custo possivel. Todos os Onibus estdo ini-
cialmente em s e devem seguir um caminho até o vértice ¢ e consideramos que, assim
como [Fotakis et al. 2017], o percurso de cada 6nibus j € M, é determinado por uma
permutagdo 7; : {1,...,n} — N.

Um perfil de estratégia em I' € uma atribui¢do o : N — M na qual um jogador ¢
escolhe um 6nibus j que ird buscé-lo, e chamamos de S o conjunto de todos estes perfis.
Considerando um perfil de estratégia ¢ € S, o custo do jogador sob este perfil ¢;(o) €
definido com a distancia percorrida por ¢;, o 6nibus escolhido por ¢ no perfil o, entre
a localizac@o de 7 e o destino . Observe que as permutacdes 7 sdao independentes de
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qualquer perfil 0 € §. Também consideramos que um Onibus j visita apenas os jogadores
que o escolheram para realizar o trajeto, ou seja, j realizard shortcuts (atalhos) em seu
trajeto sempre que possivel.

Um Equilibrio (Puro) de Nash (PNE) em I' é um perfil de estratégia ¢ onde
nenhum jogador pode de forma unilateral reduzir seu custo escolhendo um 6nibus di-
ferente. Uma forma de avaliar a ineficiéncia de equilibrios é o Preco da Anarquia.
Considere uma func¢ao f representando a funcdo social de um jogo G, e seja PNE(G)
o conjunto de todos os PNEs de G. O Preco da Anarquia (PoA) é definido como

PoA(f,G) = %W’ onde o* representa um perfil 6timo.

A seguir, apresentamos as duas funcdes sociais definidas por [Fotakis et al. 2017].
A primeira € relacionada com a distancia total percorrida pelos 6nibus, o que reflete o im-
pacto ambiental do resultado do jogo. Considere um perfil de estratégia o e para j € M,
seja nj = |{i: 0, = j}| o nimero de jogadores que escolheram o Onibus j em o e
(j1s---,Jn;) a ordenagdo em que os jogadores serdo buscados pelo 6nibus j. Entdo,
D(o) =371, >-i21d(ji, jis1), onde j, 1 =t para todo Onibus j. A segunda fungio so-
cial é chamada de custo igualitirio E(o) e representa a maior distancia percorrida por um
tinico 6nibus, definida como E(0) = max;ecy ¢;(0). Note que as fungdes ndo consideram
a distancia percorrida entre s e o primeiro passageiro.

Jogos de Transporte Sequenciais

Motivado pelo arcabouco dado por [Leme et al. 2012], nés analisamos o jogo de trans-
porte em sua versao sequencial. Neste cendrio os jogadores tomam suas decisdes sequen-
cialmente, por exemplo, do jogador 1 ao n, e essa decisdo € final. Portanto, quando estiver
decidindo em que 6nibus viajar, um jogador ¢ terd conhecimento somente das decisdes de
seus predecessores. Para isso, consideramos o jogo em sua forma extensiva onde a estru-
tura do jogo € representada por uma arvore m-aria I', onde em cada nivel 7 (1 <7 < n)o
jogador 7 € responsdvel por tomar as decisdes de todos 0s nds pertencentes ao seu nivel,
ou seja, escolher um dos m Onibus tendo como informagdo somente todas as escolhas
possiveis dos seus 7 — 1 predecessores. Nas folhas estdo as informacdes dos custos de
cada jogador.

Um subjogo € um jogo induzido pela restricdo de 7" a um né ¢ e a seus descen-
dentes, e um perfil de estratégia s = (s1,...,s,) ¢ um Equilibrio Perfeito de Subjogo
(SPE) se e somente se ele é simultaneamente um equilibrio de Nash para todos os subjo-
gos (subdrvores) do jogo quando restrito a s. Temos que um SPE sempre existe, ele ¢ um
equilibrio puro de Nash do jogo em sua versao simultanea e também pode ser encontrado
através de inducdo retrégrada. Referimos o leitor a [Nisan et al. 2007] para mais sobre
jogos na forma extensiva.

[Leme et al. 2012] também introduziram a noc¢ao de Preco da Anarquia Sequen-
cial o qual corresponde a pior relagdo entre o custo de um SPE e o custo de um resultado
social 6timo relacionado a alguma fungdo social. Dado uma funcdo c representando o
custo social de um jogo G, seja SPE(G) o conjunto de todos os SPE de G. O Preco da
Anarquia Sequencial (SPoA) ¢ definido como SPoA(c, §) = maxacspr(g) Ci‘f), onde c*
representa o custo de um resultado social 6timo. Na proxima se¢do apresentamos nossos
resultados sobre os valores do SPoA relacionados a ambas as fungdes sociais D e E para

instancias métricas e ndo-métricas do jogo de transporte sequencial.




Resultados

Instancias ndo-métricas

Seguindo os resultados de [Fotakis et al. 2017] que mostram que o valor do Preco da
Anarquia (PoA) é ilimitado para instancias ndo-métricas do jogo de transporte na sua
versdo simultdnea, mostramos que o valor do SPoA também € ilimitado considerando
ambas as fung¢des sociais D e E quando lidando com instincias ndo-métricas, mesmo que
todas as permutacdes dos Onibus sejam iguais.

Proposicao 1 O SPoA ¢ ilimitado para D e E se as distdncias ndo forem métricas,
mesmo que todas as permutagoes dos onibus sejam iguais.

Prova. (esboco) Considere a instancia exibida na Fig. ] comn = m = 2 e 7 sendo
igual & permutacdo identidade, ou seja, m,, = m,, = (1,2). Na Fig. 2 podemos observar
0 jogo em sua forma extensiva, onde as folhas representam o custo dos jogadores 1 e
2 respectivamente. Observe que o jogador 2 sempre terd custo 1 ndo importando em
qual 6nibus ele decida viajar, entdo um possivel SPE € aquele em que o jogador 2 sempre
escolhe o mesmo Onibus escolhido pelo jogador 1 e portanto o jogador 1 terd custo M + 1.
Temos que para D, o 6timo social vale 2 e o SPE vale M +2, enquanto que para £ o 6timo
social vale 1 e o SPE vale M + 1. Analisando o valor do SPoA para ambas as func¢des
observa-se que para um M suficientemente grande (M — 00), temos que SPoA = oco. [
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Figura 1. Instancia nao-métrica com n = 2 jogadores.

(1,1) (1,1)

Figura 2. Jogo em sua forma extensiva.

Funcao D com instancias métricas

A seguir mostramos que o valor do SPoA para instancias métricas em relagao a fungao
social D é n. Esse valor € igual ao valor do PoA [Fotakis et al. 2017].

Teorema 3.1 Em jogos de transporte métricos e sequenciais com n jogadores, com
funcdo social D, SPoA = n.

Prova. O limitante superior vem de [Fotakis et al. 2017] onde temos que D (o) < nD(c*)
para qualquer perfil ¢ e um perfil 6timo o*. Para o limitante inferior, considere
uma instancia (N, M,G) onde |[N| = n, M = {by,...,b,}, e um grafo G tal



que d(s,u) = d(u,t) =1 para todo v € N e d(u,v) = 0 para todo u,v € N. Consi-
dere que cada 7;, para j € M, € uma permutacdo qualquer. E possivel verificar que o
unico perfil 6timo o* € aquela em que todos os jogadores estdo viajando juntos em um
tinico 6nibus, e portanto o D(o*) é 1.

Agora basta mostrarmos que estas instancias possuem um SPE com valor n, como
por exemplo, uma solu¢do onde cada Onibus estd sendo usado por um tnico jogador.
Observe que um jogador ¢ sempre terd um custo de 1 ndo importando o que os outros
jogadores escolherem. Consequentemente, considere o perfil o onde o jogador ¢ escolhe
o Onibus b;. Em ¢ o custo de cada jogador ¢ € 1 e em qualquer outro dnibus o custo seria
1 também. Portanto, 0 € um SPE com valor n. O

Funcao E com instancias métricas

Em contraste com os resultados sobre os valores do PoA relacionados com a fungdo E
apresentados em [Fotakis et al. 2017] (PoA = 2[Z2] — 1 paran > m e PoA = 1 se
n < m), o proximo teorema mostra que o valor do SPoA ¢é pior do que o encontrado no
jogo em sua versao simultanea mesmo quando n = m.

Teorema 3.2 Em jogos de transporte métricos e sequenciais com n jogadores, com
func¢do social E, SPoA = 2n — 1.

Prova. (esbo¢o) Seja o* um perfil 6timo, o maior valor que uma solu¢do pode alcangar
€ quando todos os jogadores escolhem viajar em um Unico Onibus, € argumentamos que
este € um limitante superior para o SPoA de (2n — 1)E(c*). Esse valor € obtido através
de um resultado auxiliar de [Fotakis et al. 2017] o qual afirma que d(u, v) < 2FE(c*) para
todos os pares (u,v) € N e d(u,t) < E(c*) para todos v € N. Entdo, uma vez que
todos os jogadores estdo em um Unico Onibus, temos que o caminho que serd percor-
rido pelo Onibus contém somente uma aresta conectada a ¢ e as (n — 1) arestas restantes

sdo utilizadas para buscar todos os jogadores. Portanto, esse caminho vale no maximo
(n—1)2E(c*) 4+ E(c*) = (2n — 1)E(c*).

Para o limitante inferior, mostramos uma familia de instincias com um
SPE com valor igual ao limitante superior. Estas instincias, dadas por (N, M,G)
onde |N| = |M| =n, e um grafo G onde d(s,u) = d(u,t) = 1 para todos u € N e
d(u,v) = 2 para todos u,v € N. Considere que 7;, para j € M, seja a permutagio iden-
tidade, ou seja, m; = (1,...,n). Observe que o perfil 6timo o* é aquele onde cada 6nibus
estd sendo usado por um unico jogador, e portanto temos que F(c*) = 1. Pode-se mos-
trar, através de indugao retrograda, que existe pelo menos um SPE nestas instancias onde
todos os jogadores escolhem o mesmo Onibus, e com isso teremos que SPoA > 2n — 1.0
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