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Abstract. In this work, we present a distance-based model for the classic vertex
coloring problem in graphs (VCP). The integer linear programming formulation
uses decision variables representing the distance between the colors assigned to
every pair of distinct vertices instead of explicitly providing the colors assigned
to each vertex. We show close relations between this formulation and the so-
called orientation model for VCP, also proposed by the authors of this work. In
particular, we prove that we can translate many facet-inducing inequalities for
the orientation model polytope into facet-inducing inequalities for the distance
model polytope, and vice versa.

Resumo. Neste trabalho, apresenta-se o modelo baseado em distancias para
o problema cldssico de coloragdo de vértices em grafos (VCP). A formulagdo
de programacdo linear inteira utiliza varidveis de decisdo que representam a
distancia entre cores atribuidas para cada par de vértices distintos, no lugar
de fornecer explicitamente tais cores. Mostra-se que hd uma relagdo préoxima
entre esta formulagdo e o modelo baseado em orientagdo para o VCP, proposto
também pelos autores deste trabalho. Em particular, prova-se que desigual-
dades indutoras de facetas para o modelo baseado em orientacdo podem ser
traduzidas em desigualdades indutoras de facetas para o modelo baseado em
distancias e vice-versa.

1. Introducao

O problema cléssico de coloracao de vértices em grafos (em inglés, vertex coloring pro-
blem - VCP) consiste em, para um grafo simples nao direcionado G = (V, E), encon-
trar um mapeamento ¢ : V. — Zs tal que c¢(i) # c(j) para toda aresta (i,j) € E
(ou, equivalentemente, |c(i) — ¢(j)| > 1) onde a quantidade de cores usadas seja a me-
nor possivel. Esse problema é um dos mais conhecidos em otimiza¢do combinatéria e
teoria dos grafos, com diversas aplica¢des, como alocag¢do de canais em redes sem fio
[Dias 2014, Koster 1999], escalonamento de tarefas [de Freitas et al. 2010], ensalamento
escolar [Burke et al. 2010] e outros. Porém, o VCP € NP-dificil [Karp 1972], exigindo



a utilizacdo de técnicas avancadas para a obtencdo de solucdes 6timas ou proximas do
6timo em tempo computacional aceitavel.

Diversos modelos de programacdo inteira (PI) foram propostos para o VCP, tais
como: cldssico baseado em restricdes de atribui¢do, usado em método branch-and-cut
[Méndez-Diaz and Zabala 2006]; baseado em conjuntos independentes maximais, utili-
zado em métodos de geracdo de colunas [Mehrotra and Trick 1996]; e formulacado de re-
presentantes assimétricos, onde vértices sao eleitos como representantes das classes de
cores usadas [Campélo et al. 2008].

z

Um outro modelo proposto é o baseado em orientacdo, proposto original-
mente para a coloracdo em largura de banda (bandwidth coloring problem - BCP)
[Dias et al. 2017], na qual as solu¢des induzem a uma orientagdo do grafo de entrada.
Com base nesta formulacgdo, deriva-se um modelo baseado em distancias, onde, ao invés
de determinar-se as cores explicitamente, as distancias entre cores de vértices adjacentes
devem ser retornadas, o que explora a correlagdo entre coloracao de vértices e geometria
de distancias [Dias et al. 2013]. Sendo assim, neste trabalho, apresenta-se um estudo poli-
edral inicial dessa formulagdo baseada em distancias, para a qual fornece-se duas familias
de desigualdades validas indutoras de facetas do politopo associado.

2. Formulacao baseada em distancia

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de cores C' = {1,2,...,|V|}, o modelo
baseado em distancias utiliza variaveis inteiras x;; para todo 7,5 € V tal que © < j que
denotam a diferenca entre as cores de ¢ e j (de modo que z;; = c(i) — ¢(j)). Além
disso, também sdo usadas as varidveis de orientagd@o y;;, com valor 1 se z;; < 0 e 0 caso
contrario. Uma solucdo factivel para a coloracdo de vértices é dada pelas restricdes a
seguir:

Tik = Tij + Tjk Vi,j,keV, i<j<k (H
zi; > 1 —|Clyi; V(i,j) €E, i<j (2)
zi; < =14 |C|(1 — yi ) V(i,j) € E, i< 3)
zi; €{—=|C|+1,...,]C| =1} Vi,je€V,i<j 4)
yi; €{0,1} V(i,j)eE i<y (5)

As restri¢des (1) refletem a separacao de cores entre os vértices, inclusive entre 0s
ndo adjacentes entre si, de acordo com a interpretagdo das varidveis x;;. Os conjuntos de
restri¢des (2) e (3) induzem a orientacdo do grafo de acordo com as cores atribuidas. Por
fim, (4) e (5) referem-se a integralidade e limites das varidveis.

O conjunto de restri¢des é composto de O(|V|?) equagdes, porém, o mesmo pode
ser substituido por um conjunto de O(|V'|?) equagdes, como visto a seguir.

Teorema 1 Se V = {1,...,n}, entdo as restri¢ées (1) equivalem a:
Tl T Tig1,i+2 = Tiiqo VieV,i<n-—-2 6)
Tij + Tig1j—1 = Tij—1 + Tiz1j Vi, €V, i<n—-3,i+3< (7

Seja PD(G, (') o fecho convexo dos vetores (x,y) que satisfazem as restrigdes
(1)-(5). Para tal politopo, algumas propriedades do modelo sdo enunciadas, sendo a pri-
meira relacionada a dimensdo de PD(G, C'), como visto a seguir.



Teorema 2 Se |C| > x(G) + 1, entd@o dim(PD(G,C)) = |V |+ |E| — 1.

Como dito anteriormente, o modelo baseado em orientacdo serve de base para
esta formulacdo. Nele, existem varidveis inteiras z; € {1,...,|C|} para cada i € V,
além das mesmas variaveis y. Pode-se entdo transportar desigualdades vdlidas indutoras
de facetas do politopo PO(G, C') do modelo com orientagdo para a formulagdo baseada
em distancias, como definido a seguir.

Teorema 3 Seja az; + my < az; + my uma desigualdade vdlida (indutora de faceta)
para PO(G,C), onde (i, j) € E. Entdo, ax;; + 1y < m € vdlida (indutora de faceta se
|C| > x(G) + 2) para PD(G, C) e vice-versa.

3. Facetas para modelo baseado em distancias

Uma importante implicacdo do Teorema 3 é que pode-se transformar desigualdades
validas indutoras de facetas do modelo baseado em orientagdo (PO(G, C')) para o modelo
baseado em distancias (PD(G, C')). A seguir, sdo mostradas duas familias de desigual-
dades para PO(G, C) e suas transformagdes, por meio do Teorema 3, para PO(G, C).
Ressalta-se que, nas expressdes abaixo, o termo z; € a varidavel de PO(G, C') que indica a
cor do vértice 7 € V' (com z; € Z>(). Também considere que y;; = 1 — y;; parai < j.

3.1. Desigualdade clique

Sejai € Ve K C N(i) e uma clique. Define-se entdo a desigualdade clique associada a
i e K parao PO(G,C) do seguinte modo:

z; > Zyﬁ

feK

Para utilizar a desigualdade no modelo baseado em distancias pelo Teorema 3,
deve-se adicionar um termo z; (onde j € algum outro vértice diferente de 7) para o lado
direito da desigualdade, de modo a obter-se uma expressao z; — z; a ser substituida por
x;;. Porém, deve-se adicionar um termo suficientemente grande também ao lado esquerdo
para compensar tal adi¢do. Desse modo, adiciona-se um termo |C| do lado esquerdo, ja
que z; € {1,2,...,|C|}. Assim, a desigualdade para PD (G, C) é:

zij +|C| > Zyﬁ

fekK

3.2. Desigualdade clique dupla

Seja (i, j) € E e considere uma clique K C N (i) N N(j). Define-se entdo a desigualdade
clique dupla associada ao vértice i e a clique K para PO(G, C') como se segue:

zi + Z(ym —yi) < 2+ (s — [K|)yis
keK

Pela aplicagcao do Teorema 3 e pela observacdo que a constante s do modelo base-
ado em orientacdo, que deve ser um limite superior para a maior cor usada, € equivalente a
|C'| no modelo baseado em distincias, obtém-se a desigualdade a seguir para PD(G, C):

Tij + Z(yzk —yix) < (|C| = |K|)ys

keK



Tabela 1. Sumario das formulac6es de programacao inteira para a coloracao de
vértices em grafos.

Formulacao Variaveis Restricoes Autor(es)
Cldssica Oo(|V]?) O(|V|?E) -
Conjuntos independentes o(3IVI73) o(v)) [Mehrotra and Trick 1996]
Representantes assimétricos ~ O(|[V|> —|E|)  O(|[V]*=|V||E|)  [Campélo et al. 2008]
Clique cover O(|V||H|) O(|H|+|V||E") [Burke et al. 2010]
Baseada em orientacéo O(|V|+|E|) O(V]|+|E|) [Dias et al. 2017]
Baseada em distincia o(Vv|?® o(|vV|?) Este trabalho

4. Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentou-se uma formulacdo de programacgao inteira para o problema
classico de coloragdo de vértices em grafos (VCP), onde as varidveis de decisdo indicam
as distancias entre cores dos vértices, desenvolvida com base em outra formulacio de
programacdo linear inteira proposta pelos autores, o modelo de orientacdo. Mostrou-
se que as desigualdades validas indutoras de facetas do modelo baseado em orientacdo
podem ser usadas na formula¢ido com distancias e vice-versa.

Resultados em andamento incluem a determinacdo de funcdes objetivo para o mo-
delo baseado em distancias, bem como a implementagdo de um método cut-and-branch
utilizando a formulagao e suas desigualdades validas. Este trabalho também € a base para
elaboracdo de um modelo de distancias para a generalizacdo do VCP conhecida como
coloracdo em largura de banda (bandwidth coloring probem - BCP), que esta em desen-
volvimento.
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