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Abstract. Gamma Deployment is a metric to evaluate the quality of service in
vehicular ad hoc networks (VANETs). Gamma Deployment Problem consists in
applying that metric to minimize the amount of RSUs deployed in a VANET. In
this work, we present a proof that the that problem is NP-Complete.

Resumo. Deposicdo Gamma é uma métrica usada para avaliar a qualidade de
servico oferecida por redes veiculares (VANETs). O Problema da Deposigcdo
Gamma consiste no emprego dessa métrica na minimizagdo de RSUs para com-
por VANETs. Neste trabalho, prova-se que esse problema é NP-Completo.

1. Introducao

Deposi¢ao Gamma (I'p (;)) (SILVA et al., 2016) é uma métrica para avaliar a qualidade
de servico de deposi¢des de RSUs em redes veiculares (VANETS) a partir de seu trafico
veicular. Ele disponibiliza dois parametros para o arquiteto da VANET atingir seus ob-
jetivos de projeto: o tempo de intercontato 7 e cobertura percentual minima exigida p.
Um veiculo € considerado coberto pela VANET caso ndo permaneca mais que 7 segun-
dos sem cruzar com alguma RSU. O parametro p fixa a fragdo minima de veiculos a se
cobrir. Embora I'p (;) tenha sido proposta como uma métrica, sua aplicagdo para mini-
mizar a deposi¢ao de RSUs define o Problema da Deposi¢do Gamma (PDG). Silva et al.
(2016) propuseram uma formulag@o de programacdo linear inteira e uma heuristica deter-
ministica para o PDG. Faraj et al. (2017) propdem um algoritmo memético para o PDG.
Neste trabalho, prova-se que o PDG é NP-Completo, o que era apenas uma conjectura.

2. O Problema da Deposicao Gamma

Seja um passeio 7; uma sequéncia de vértices tal que haja aresta entre cada par de vértices
consecutivos. Seja L(7T;) o nimero de vértices (distintos ou nio) em 7; e seja T;[j] o
vértice na posi¢do j de T;, j € {1,..., L(T;)}. Considere-se a operagdo de subtrair um
conjunto R de um passeio 7; como resultando em uma cole¢do de subpasseios de 7;, a
qual € obtida pela remocao em 7; de todos os elementos em R. Essa operacdo serd deno-
tada por 7; \ R, como no exemplo: (1,7,2,3,1,4,5,6,7)\{1,5} = {(7,2,3),(4),(6,7)}.

Definicao 1 (PDG). Seja G = (V,E) um grafo e T = {11,...,T,} uma colecdo de
passeios em G. Seja I’ : T' x 7% — R’ uma fung¢do associando um niimero positivo a
cada etapa j de cada passeio T; € T, j € {1,..., L(T;)}. Seja T € R*, p € [0%, 100%] e
K € 77 parametros adicionais ao problema. O PDG consiste em determinar se existe ou
ndo um conjunto R C 'V tal que |R| < K e, para pelo menos uma fracdo p dos passeios
T; € T, é satisfeita a desigualdade Zf:((f) F(C,c) < 7 paratodo C € T; \ R.



Para certificar a corretude de uma instancia SIM, deve-se verificar se cada C &
T; \ R satisfaz ZCL:(?) F(C,c) < 7, 0 que pode ser executado em tempo polinomial, uma
vez que |T; \ R| < L(T;) Assim, fica claro que o PDG pertence a classe NP. Silva et
al. (2016) trataram da situacdo em que G possuia topologia de grade e propuseram uma
discretizac@o simples para expressar qualquer rede rodovidria como grade. Por isso, este
trabalho d4 um enfoque especial ao Problema da Deposi¢do Gamma em Grades (PDGG).

3. As Demonstracoes

A partir do Problema da Cobertura de Arestas por Vértices em Grafos Planares com Grau
Miximo 3 (PCAVGPGM3), que é NP-Completo (GAREY; JOHNSON, 1977), seré feita
uma redugdo polinomial ao Problema da Cobertura de Caminhos por Vértices em Grades
(PCCVQ), ndo definido na literatura. Dele, faz-se uma redu¢do polinomial para o PDGG.
Seguem-se definigdes para os problemas intermedidrios utilizados nas demonstragoes.

Defini¢ao 2 (PCAVGPGM3). Dado um grafo plano G = (V, E), no qual todos os vértices
tem grau menor ou igual a 3, e um niimero inteiro positivo K, existe um conjunto R C'V

tal que todas as arestas em E tém pelo menos uma extremidade em R e |R| < K?
Definicdo 3 (PCCVG). Dada uma grade G = (V, E), uma colegcdo S de caminhos sim-

ples em G e um niimero inteiro positivo K, existe um conjunto R C 'V tal que todo
caminho P € S possua ao menos um vértice de Re |R| < K?

Lema 1. O PCCVG é NP-Completo.

Demonstra¢do. Dado um grafo plano G = (V, E) com grau maximo menor ou igual
a3ecom K € Z, busca-se construir uma grade G’', uma colegdo de caminhos S e
um nimero K’ € Z* . Deve haver uma cobertura R de arestas por vértices em GG com
|R| < K se, e somente se, houver uma cobertura R’ dos caminhos em S por vértices, no
grafo G’ = (V' E'),com |R'| < K'. SejaV = {1,....,n} e |E| = m.

Em uma Incorpora¢do em Livro de um grafo G = (V, E), cada vértice é posto
linearmente na espinha do livro seguindo a ordem dada por Fy : V' — Z7 e cada aresta
€ atribuida a uma de suas pédginas por Fr : £ — Z7 . Cada pdgina € um semiplano que
parte da espinha do livro. As arestas atribuidas a uma pagina estdo nela contidas e ndo se
tocam. Heath (1985) mostrou como incorporar qualquer grafo plano com grau maximo
menor ou igual a 3 em um livro de 2 p4ginas polinomialmente. Na primeira etapa da nossa
transformacao, incorpora-se G em um livro de 2 paginas, como exemplifica a Figura 1.

Seja G'=(V',E’) uma grade com V'={l,...3n}x{l,...,2n — 1} e E'=
{((a,b), (c,d)), Y(a,b), (c,d)eV" : (la—c|=1 A b=d) V (a=c A |b—d|=1)}. Seja H =
{B(Fv(v))—1,n),YveV(G)}CV'. Seja S={5, ..., Sy, } uma colegdo com m caminhos,
cada um deles subgrafo de G, correspondente a uma das arestas em F/(G) e com vértices
extremos contidos em H. Cada caminho de (a, b)€ H para (¢, d)€ H é construido segundo
as regras seguintes. Regra (1): Cada caminho tem uma componente vertical. Se a aresta
e€ F(G) correspondente for tal que Fip(e) é a pagina esquerda, essa componente passa
por vértices na coluna n— [b—d|

=~ Caso contrério, na coluna n+|bg—d‘. Regra (2): Se uma
pagina de v€V(G) contiver 1 aresta, o caminho correspondente em .S tem componente
horizontal iniciada no vértice (3(fy(v))—1,n) que toca a componente vertical feita na
regra (1). Regra (3): Se uma péagina de v€V () contiver 2 ou 3 arestas, cada caminho
correspondente deixa o vértice (3(fy(v))—1,7n) em uma diregdo diferente (norte, sul ou
horizontal) com base na regra (1), evitando cruzamento. Apds passar por um vértice, o
caminho prossegue horizontalmente até encontrar a componente feita na regra (1).
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Figura 1. Incorporacao de um grafo planar com grau maximo menor ou igual a 3
em um livro de 2 paginas e subsequente transformacao em caminhos em grade.

Sera provado que VSy,5, € 5,51 NSy C H. Suponha-se que existam S; =
(ug,...,uz) € Sy = (wyq,...,wy) com S; NSy Z H e, sem perda de generalidade, seja
Fy(uy)<Fy(ug), Fy(wy)<Fy(ws) e Fy(u;)<Fy(w;). Para simplificar, serdo usados os
mesmos simbolos (uq, uy, wy € ws) para se referir aos vértices extremos de S; e S, e aos
vértices correspondentes em V' (G). Seja o caso em que S e S tenham uma extremidade
coincidente. Pela regra (3), os subcaminhos horizontais dessa extremidade de S; e S
ocorrem disjuntos nas trés linhas em torno da extremidade correspondente, o que é sempre
possivel devido ao grau maximo de (G. A regra (1), adicionalmente, garante que nao
ocorrerd intercep¢cdo em qualquer ponto de S; e S2 que ndo pertenca a . Considere-se
agora o caso em que u1, Usg, Wy € wo sao vértices distintos. Sao disjuntos os caminhos caso
Fy(uy) e Fy(ug) sejam ambos maiores ou menores do que Fy (wy) e Fy(ws). No caso
em que Fy (uy)<Fy(wy)<Fy(wy)<Fy(ug), ndo ocorre intersec¢do de caminhos devido
a regra (1). A unica opgdo restante é Fy (uy)<Fy(wy)<Fy(ug)<Fy(wy). Nesse caso,
as arestas (uq, us), (w1, we)€F(G) devem certamente pertencer a paginas diferentes na
incorporagdo em livro do grafo, ou seja, Fg(uq, uz)#Fr(w,ws). Logo, S1 NSy C H.

A Figura 1 exemplifica toda a transformacdo. E possivel encontrar uma cobertura
R’ de caminhos por vértices com |R'|<K'=K? No paragrafo seguinte, prova-se por
absurdo que a resposta para 0 PCAVGPGM3 ¢é SIM se, e somente se, também for SIM
para 0 PCCVG em (G, S, K'). O PCCVG estd em NP, pois, dado um certificado R’ para
uma instancia SIM (G, S, K'), basta checar se |R'| < K'ese S;N R # (,VS; € S.

Suponha-se que IRCV(G), com |R|<K, que é cobertura de arestas por vértices
em (G, K) e que a resposta para 0 PCCVG em (G', S, K') ¢ NAO. Como cada vértice de
H é associado biunivocamente a um vértice de V' (G), é possivel obter um conjunto R'C H
a partir dos elementos de H associados a R. Como cada caminho em S tem as extremida-
des em H e iguais as extremidades das arestas de £(G), R’ é uma cobertura para S em G’



e tem-se | R'| < K”, o que contradiz a hipdtese. Suponha-se, agora, que IR'CV (G’), com
|R'| < K’, que é uma cobertura de caminhos por vértices para (G', S, K') e que a res-
posta para 0 PCAVGPGM3 em (G, K) é NAO. Pela construgiio proposta, os vértices em
V(G")\ H pertencem a, no méximo, um caminho em S. Se 35;€5 com S;N(R'\ H) # 0,
ueS;N(R'\ H) cobre exclusivamente .S;. Logo, pode-se remover u de R’ e substitui-lo por
um vértice em HN.S;. Repetindo isso exaustivamente, obtém-se cobertura de caminhos
por vértices R"CH, |R"|=K'. Assim, pode-se resolver o PCAVGPGM3 com RCV (G),
|R|=K", obtendo cada vértice de V" associado a R”, o que contradiz a hipdtese. O

Teorema 1. O PDG é NP-Completo
Demonstragdo. Seja G=(V, F') uma grade com V={v, ¥(a,b)e{l,....m}x{1,...,n}}
e E={(Vap, Ved), V{Vap, Vea } CV:(a—c=1 A b=d)V(a=c N b—d=1)}. Seja S={S1, ..., S, }
uma colecdo de subgrafos de GG tal que S;€S5 € um caminho em G. Com K €Z* , pode-se
obter uma cobertura de caminhos por vértices RCV com |R|<K? Dada essa instincia
do PCCVG, que sera referida por PCCV G(G,S,K), constrdi-se a instancia PDGG(G/,
T,F,r,p,K"), do PDGG. Em seguida, mostra-se que PCCV G(G,S,K) é uma instincia
SIM se, e somente se, PDGG(G',T,F,1,p,K") também é. O PDG pertence a NP, pois um
certificado R* de SIM pode ser checado em tempo polinomial como mostrado na secdo 2.
Seja G'=G, T=S, K'=K, 7=1 e p=100%. Para cada passeio T;€T’, F' é fun¢io
definida como F'(7;, x):ﬁ,Vxe{l, ., L(T})}. Ap6s essa transformac@o, a seguinte

igualdade € valida para cada T;€T" ZCLg)F(T,, ¢)=1=7 Suponha-se que IRCV que é
solugdo para PCCVG(G, S, K) e ndo para PDGG(G', T, F,T,p, K'). Assim, 3T,€T
contendo subpasseio C'€T;\ R que satisfaca Zf:(?)F (C,c)>7. Como ngl)F (T}, ¢)=r,
pode-se deduzir que T;NR=( — S;NR=(). Logo, R ndo resolve PCCVG(G,S,K) ji S;
ndo esta coberto, o que é uma contradi¢do. Seguindo, suponha-se que 3R C V(G’) que é
solugdo para PDGG(G', T, F, 7, p, K") mas nao para PCCV G(G, S, K). Assim, hd um
caminho S;€S, S;NR=(). Como T;=S5;, entdo T;NR=0 e T;\ R={T;}. Logo, 3C € T;\R,
ECL:(? F(C,c) = 1, 0 que contradiz a hipétese de que R resolve o PDGG. O
Corolario 1. O PDGG é NP-Completo.

Corolario 2. O PDGG com p = 1 é NP-Completo.
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