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Abstract. The tree-width of an undirected graph G is a measure of how similar
G is to a tree. An analogous definition is also known for directed graphs. For
constant k, we improve on a known result and show an FPT algorithm that
decides whether the tree-width of a directed graph D is at most 3k � 2 or if it
admits a haven of order k.

Resumo. A largura em árvore de um grafo não-direcionado G é uma medida
de quão similar G é de uma árvore. Uma definição análoga também é conhe-
cida para grafos direcionados. Para k constante, nós melhoramos um resultado
conhecido mostrando um algoritmo FPT, com parâmetro k, que decide se a lar-
gura em árvore de um grafo direcionado D é no máximo 3k� 2 ou se D admite
um refúgio de ordem k.

Parâmetros de largura em grafos podem ser vistos como uma estimava de quão
similar um grafo é de uma estrutura tı́pica. Muitos problemas conhecidamente difı́ceis
podem ser eficientemente resolvidos em grafos com parâmetros de largura limitados,
seja fazendo uso de técnicas clássicas de construção de algoritmos, como programação
dinâmica, ou enunciando o problema em lógica monádica de segunda ordem, como afir-
mado pelo Teorema de Courcelle [Courcelle 1990]. O foco deste trabalho é em largura
em árvore de grafos direcionados. Aplicações de algoritmos baseados em decomposição
em árvore vão de problemas de alocação de frequência [Koster et al. 1999] ao problema
do caixeiro viajante [Cook and Seymour 2003].

Foi mostrado que grades são estruturas bloqueadores para largura em árvore em
grafos não-direcionados. Como a largura em árvore de uma grade completa k ⇥ k
é k, a largura em árvore de um grafo não-direcionado deve ser pelo menos a ordem
da maior grade nele contido como um grafo menor. [Robertson and Seymour 1986]
mostraram que existe uma função computável f : N ! N tal que todo grafo não-
direcionado de largura em árvore pelo menos f(k) contém uma grade k ⇥ k como
um grafo menor. Este resultado, conhecido como o Teorema da grade, é fundamen-
tal no estudo de parâmetros de largura em grafos não-direcionados. A partir dele, foi
criado um campo de estudo conhecido como teoria da bidimensionalidade, introduzido

2Financiado pela CAPES.
3Parcialmente financiado pelo CNPq.
⇤Este trabalho foi parcialmente apoiado pelo CNPq - projeto Universal 425297/2016-0 e FUNCAP -

PRONEM PNE-0112-00061.01.00/16.



em [Demaine et al. 2005], pelo qual os autores receberam o prêmio Nerode 2015. A
teoria da bidimensionalidade foi usada como base para algoritmos aproximativos, su-
bexponenciais, esquemas de aproximação em tempo polinomial e kernelizações para um
grande número de problemas difı́ceis em grafos que excluem um grafo menor fixo. Estes
incluem o problema de conjunto de vértices de retroalimentação, conjunto dominante, em-
parelhamento mı́nimo maximal e conjunto independente, entre outros. Para alguns exem-
plos, encaminhamos o leitor para [Demaine et al. 2005, Demaine and Hajiaghayi 2004,
Fomin et al. 2010, Fomin et al. 2011].

Dado o sucesso alcançado no estudo de parâmetros de largura para proble-
mas em grafos não-direcionados, não é surpresa que haja interesse em encontrar
definições análogas para grafos direcionados. Em particular, algumas foram propos-
tas para largura em árvore em grafos direcionados ([Johnson et al. 2001, Reed 1997],
por exemplo). Um resultado análogo ao Teorema da grade, que permaneceu como
uma conjectura aberta de [Reed 1999] e [Johnson et al. 2001] por quase 20 anos,
foi provado recentemente para grafos direcionados. Foi mostrado que as estrutu-
ras bloqueadoras para largura em árvore grande em grafos direcionados são grades
cilı́ndricas [Kawarabayashi and Kreutzer 2015]. Um exemplo de grade cilı́ndrica de
ordem 4 é dado na Figura 1. Neste trabalho consideramos as definições contidas
em [Johnson et al. 2001]. Detalhamos estas abaixo para fins de completude. Deste ponto
em diante, utilizamos D para representar um grafo direcionado.

Figura 1. Grade cilı́ndrica de ordem 4.

Definiç

˜

ao (Conjuntos Z-normais). Seja Z um subconjunto de V (D) e S ✓ V (D) � Z.
Dizemos que S é Z-normal se não existe passeio direcionado em D \ Z com ambas as
extremidades em S que utilize um vértice de D \ (Z [ S).

Seja R uma arborescência. Para {r, r0} ✓ V (R), escrevemos r0 > r se r0 6= r e
existe um caminho direcionado em R de r para r0. Ademais, se e é uma aresta de R com
cabeça r, escrevemos r0 > e se r0 = r ou r0 > r. Se e incide em r, escrevemos e s r.
Definiç

˜

ao (Decomposição arbórea). Uma decomposição arbórea de D é um trio
(R,X,W ) onde R é um arborescência, X = {Xe : e 2 E(R)} e W = {Wr : r 2 V (R)}
são tais que

1. Xe e Wr são subconjuntos de V (D), para toda e 2 E(R) e r 2 V (R);
2. {Wr : r 2 V (R)} é uma partição de V (D) em conjuntos não-vazios;
3. se e 2 E(R), então

S
{Wr : r 2 V (R), r > e} é Xe-normal.



A largura de (R,X,W ) é o menor inteiro k tal que, para todo r 2 V (R),

|Wr [ (
[

esr

Xe)|  k + 1.

A largura em árvore de D é o menor inteiro k tal que D admite uma decomposição
arbórea de largura k.
Definiç

˜

ao (Refúgio). Um refúgio de ordem k em D é uma função � atribuindo a todo
conjunto de vértices Z ✓ V (D), com |Z|  k � 1, o conjunto de vértices �(Z) de uma
componente fortemente conexa de D \ Z de tal forma que se Z 0 ✓ Z ✓ V (D), então
�(Z) ✓ �(Z 0).

Em [Johnson et al. 2001] foi mostrada uma relação min-max entre refúgios e
decomposições em árvore de grafos não-direcionados.
Teorema 1. Seja G um grafo não-direcionado e k � 0 um inteiro. Então G admite um
refúgio de ordem k se e somente se G tem largura em árvore maior ou igual a k � 1.

Para o caso direcionado, sabemos que apenas a condição necessária
do Teorema 1 apresenta uma cota inferior tão justa quanto no caso não-
direcionado [Johnson et al. 2001]. Para a suficiência, um resultado aproximativo é dado
também em [Johnson et al. 2001].
Teorema 2. Seja D um grafo direcionado e k um inteiro não-negativo. Existe um algo-
ritmo polinomial, para k constante, que decide se D tem largura em árvore no máximo
3k � 2 ou admite um refúgio de ordem k.

Adaptando o algoritmo do Teorema 2 com técnicas baseadas em separadores in-
troduzidas em [Chen et al. 2007, Chitnis et al. 2011, Erbacher et al. 2014], melhoramos
este resultado mostrando que o problema é tratável por parâmetro fixo com parâmetro k.
Teorema 3 (Resultado principal). Seja D um grafo direcionado e k um inteiro não-
negativo. Existe um algoritmo FPT com parâmetro k que decide se D tem largura em
árvore no máximo 3k � 2 ou admite um refúgio de ordem k.
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