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Abstract. The Steiner tree optimization problem in graphs is NP-hard, howe-
ver, algorithms that use heuristics obtain results close to optimal solution in
polynomial time. In this paper we present a new algorithm based on an exact
enumerative algorithm from literature. The proposed heuristic selects vertices
as candidates to be routers in the Steiner tree.

Resumo. O problema da drvore de Steiner em grafos é NP-dificil, no entanto,
algoritmos que fazem uso de heuristicas conseguem obter resultados proximos
da solugcdo otima em tempo polinomial. Neste trabalho apresentamos um
novo algoritmo baseado em um algoritmo exato enumerativo da literatura. A
heuristica proposta seleciona vértices como candidatos a serem roteadores na
drvore de Steiner.

1. Introducao

Considere um grafo G = (V(G), E(G)) onde V(G) representa o conjunto de vértices do
grafo e £(G) o conjunto de suas arestas. Dado um subconjunto W de vértices de V (G),
uma arvore de Steiner consiste num subgrafo conexo 7" de G que contém W e cuja soma
dos pesos das arestas de E(T') seja minimo. Os vértices do conjunto W sdo chamados
de terminais e os demais vértices de V' (G) utilizados para construir 7" s3o chamados de
vértices de Steiner. A versdo de decisdo do problema da arvore de Steiner em grafos é
NP-Completo [Karp 1972], portanto nao possui algoritmos polinomiais que encontrem a
solugcdo 6tima, entretanto existem algoritmos na literatura que fazem uso de heuristicas e
alcangam solugdes proximas da 6tima. O problema da arvore de Steiner possui aplicacdes
praticas como o desenho de layouts de circuitos e o projeto de redes, além de outras
variagdes do problema que surgem no campo préatico.

Considere n como o nudmero de vértices em V(G), m como o ndmero
de arestas em FE(G) e k como o nimero de vértices terminais do conjunto
W. A Tabela 1 apresenta alguns trabalhos relacionados publicados na literatura
com a complexidade do algoritmo no pior caso e a razdo de aproximagdao das
solucdes obtidas em relacdo a solucdo Otima, sendo alguns destes aproximativos
([Takahashi and Matsuyama 1980],[Wu et al. 1986],[Kou et al. 1981],[Zelikovsky 1993],
[Robins and Zelikovsky 2000]) e outros exatos ([Dreyfus and Wagner 1971],

[Vygen 2011],[Dourado et al. 2014],[Byrka et al. 2013],[Pajor et al. 2014]).



Titulo Autores Ano Complexidade Razao de
Aproximacio

The Steiner problem in | Dreyfus e Wag- | 1971 | O(n® +n?2F T +n3F1) |1

graphs ner

An approximate solution for | Takahashi e Mat- | 1980 O(kn?) 2

the steiner problem in graphs | suyama

A fast algorithm for Steiner | Kou, Markowsky | 1981 O(kn?) 2(1—1/1)*

trees e Berman

A faster approximation algo- | Wu, Widmayer e | 1986 O(mlogn) 2(1—1/1)*

rithm for the Steiner problem | Wong

in graphs

An 11/6-approximation algo- | Zelikovsky 1993 O(nm + k%) 1.833

rithm for the network steiner

problem

Improved Steiner Tree Ap- | Robins e Zeli- | 2000 O(kn?) 1.55

proximation in Graphs kovsky

Faster algorithm for optimum | Vygen 2011 O(nk2F+Tos2Flogz 1) 1

Steiner trees

Steiner Tree Approximation | Byrka, Grandoni, | 2013 indefinido 1.38

via Iterative Randomized | Rothvoss e Sanita

Rounding

Algorithmic aspects of Stei- | Dourado,  Oli- | 2014 | O(n*(n +m) +n* 2 +na)® | 1

ner convexity and enumera- | veira e Protti

tion of Steiner trees

A Robust and Scalable Algo- | Pajor, Uchoa e | 2018 O(m(min{nk,m})) indefinido

rithm for the Steiner Problem | Werneck

in Graphs

Tabela 1. Algoritmos conhecidos na literatura para arvore de Steiner.

Na secdo 2 sdo mostrados os conceitos preliminares para o funcionamento do
algoritmo, o pseudo-cddigo e a complexidade no pior caso. Na sec¢do 3 sdo apresentados
os resultados dos testes computacionais e na secdo 4 sdo feitas as consideragdes finais.

2. Descricao do Algoritmo

O trabalho de Dourado et al. (2014) propde um algoritmo exato enumerativo para obter as
arvores de Steiner de um dado grafo em tempo exponencial para o niimero de terminais
k. Nos conceitos preliminares, os autores explicam que os vértices de Steiner podem
ser de dois tipos: linkers e roteadores. Os linkers sdo vértices de grau igual a 2 e os
roteadores devem possuir sempre grau maior que 2. A partir disso, provam que em uma
arvore de Steiner, sempre existe no maximo somente k — 2 roteadores e que todo roteador
ou terminal possui um caminho que € minimo em G até outro roteador ou terminal. Os
vértices que formam esses caminhos sdo os linkers, por isso sempre possuem grau igual
a?2.

No algoritmo proposto pelos autores, sdo explorados todos os possiveis subcon-
juntos de roteadores que fazem parte da solugcdo Otima, portanto consideram todos o0s
subconjuntos com 0 a k — 2 vértices como roteadores. Neste ponto o algoritmo torna-se
exponencial na ordem de O(n*~2).

A heuristica proposta neste trabalho consiste em analisar todos os vértices nao-
terminais e usad-los como roteadores, um por vez, e analisar aquele que melhora a quali-
dade da ultima melhor solucao obtida. No entanto esse procedimento sé é executado até
no maximo k — 2 vezes, pois esta € a quantidade maxima de roteadores em uma arvore
de Steiner minima 6tima. O Algoritmo 1 mostra o pseudo-codigo do algoritmo heuristico
proposto.

[ representa o niimero de folhas em uma arvore de Steiner 6tima.
b representa o niimero de 4rvores de Steiner 6timas enumeradas.



Assim como no algoritmo exato [Dourado et al. 2014], a ideia geral consiste em
utilizar uma matriz dg com as distancias dos caminhos minimos entre todos os vértices
do grafo GG e construir templates, que sdo drvores geradoras minimas de grafos completos
G rw formados com os terminais e os roteadores, utilizando as distancias em dg para os
pesos das arestas.

A complexidade geral do algoritmo fica definida a seguir: para encontrar as
distancias dg € O(n?). A iteragdo principal do algoritmo é da ordem de O(nk?®) devido
ao algoritmo para gerar uma arvore geradora minima no grafo completo G'gzy. Portanto
a complexidade total do algoritmo é O(n? + nk?3).

Algoritmo 1: Heuristica para arvore de Steiner
Entrada: Grafo G, conjunto W
Saida: Arvore de Steiner T
inicio
melhor < oo;
dg < todas as menores distancias dos caminhos minimos entre todos os
vértices;
G rw < grafo completo somente com os vértices de W usando as
distancias de dg;
se |[AGM(G gw )| < melhor entdo
melhor < |AGM(G gy')
fim
r <+ 0;
W'+ W;
changed <+ true;
enquanto changed = true Er < k — 2 faca
changed <+ false;
para cada vértice v de G que néo esteja em W' faga
G rw + grafo completo somente com os vértices de W/ U v
usando as distincias de dg;
se JAGM(G pw )| < melhor entdo
melhor < |[AGM(Grw)|;
changed <+ true;
v — 0
fim

)

fim

se changed = true entao
r=r+1;

W'+ W' uv';

fim

fim
expande os caminhos minimos em 77;
retorna 7';

fim

3. Experimentos Computacionais

A Tabela 2 apresenta os resultados dos testes computacionais realizados com as bases
de teste de um benchmark conhecido®. As arvores encontradas pelo algoritmo foram
comparadas com as solugdes Otimas esperadas das instancias em relacdo ao grau de

“Bases de testes disponiveis em: http://steinlib.zib.de/testset.php



aproximacdo. Para os experimentos foram utilizadas somente instancias em que a solugao
6tima € conhecida.

Esparsos Completos | Esparsos Completos | Esparsos TOTAL

com pesos | com pesos | Com Pesos | com Pesos | Com Pesos

aleatorios | aleatorios | euclidia- euclidia- incidentes

nos nos

Instancias testadas 60 27 14 14 395 514
Solugdes 6timas encontradas 31 23 14 12 130 212
Porcentagem de 6timas encontradas | 51,67% 85,19% 100% 85,71% 32.91% 41,25%
Média de aproximacao 1,01 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01
Pior aproximacao encontrada 1,09 1,04 1,00 1,00 1,12 1,12

Tabela 2. Qualidade das solucoes encontradas utilizando a heuristica proposta.

4. Consideracoes Finais

A heuristica proposta apresenta bons resultados em termos de qualidade da solucdo obtida
em tempo O(n® + nk?) e é de facil compreensdo e implementagdo. Melhorar os critérios
de escolha dos vértices roteadores, obter a razao de aproximacdo do algoritmo e fazer um
estudo comparativo com outras heuristicas sao atividades para trabalhos futuros.
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