Calculando o niimero de envoltéria nas convexidades P; e P
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Abstract. A subset of vertices S in a graph G = (V, E) is convex in the P
(resp. P5) convexity if every vertex in V(G) \ S does not have two neighbors
(resp. that are not adjacent to each other) in S. The convex hull of S is the
minimum convex set containing it. A hull set is a set whose convex hull is V (G).
The hull number is the cardinality of a minimum hull set. In this work, we
propose and study two integer-linear programming formulations to determine
the hull number of a graph in the Ps and P; convexities, which we believe to
be the first ones presented in the literature. We carry out some computational
experiments to evaluate their performances.

Resumo. Um subconjunto de vértices S em um grafo G = (V, E) é convexo na
convexidade Ps (resp. Pj) se todo vértice v € V(G) \ S ndo possuir dois vizi-
nhos (resp. que ndo sejam adjacentes entre si) em S. A envoltéria convexa de S
€ o menor conjunto convexo que o contém. Um conjunto de envoltoria é um con-
junto cuja envoltdria convexa é V (G). O numero de envoltdria € a cardinalidade
de um conjunto de envoltoria minimo. Neste trabalho, propomos e estudamos
duas formulagées de programagdo linear-inteira para determinar o niimero de
envoltoria de um grafo nas convexidades Ps e P, que acreditamos serem as
primeiras na literatura. Realizamos experimentos computacionais para avaliar
seus desempenhos.

Introducao

Um espago de convexidade é um par ordenado (V,C), onde V' é um conjunto finito ndo
vazio e C € uma familia de subconjuntos de V', chamados de conjuntos convexos, satisfa-
zendo:

CHP, Vel e (C2CNC e, paratodos C,C" €C.

Dado um subconjunto C' C V, a envoltéria convexa de C' (com respeito a (V,C)) é o
tinico conjunto minimal (com respeito a inclusao) C” € C que contém C' e € denotado por
Hw,ey(C). Se Hye)(C) = V, entdo C' é chamado um conjunto de envoltéria de (V,C).
O niimero de envoltoria de V' com respeito a C € a cardinalidade de um conjunto de
envoltoria minimo. Essas no¢des remontam aos trabalhos de [Farber and Jamison 1986,
Duchet 1988].
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Quando se trata de convexidade em grafos, a maioria das convexidades definidas
na literatura toma V' como o conjunto de vértices e a familia C como subconjuntos de
vértices que sdo pontos fixos de uma fungao de intervalo. Dado um grafo G = (V, E),
uma fungdo de intervalo é uma fungio I : 2V — 2V(%) tal que I(S) D S, para todo
S C V(G). Os vértices em [(S) \ S sdo ditos infectados ou gerados por S. Note que,
como um fung¢do de intervalo / € mondtona com respeito a inclusdo, seus pontos fixos S
(ou seja, I(S) = S) definem uma convexidade em V (G), dita convexidade de intervalo.

H4 varias convexidades de intervalo estudadas na literatura. Aqui estudamos as
convexidades P3 e P;. Na primeira, /(.S) retorna o conjunto de vértices que possuem
dois vizinhos em S (ou seja, que pertencem a um P; entre vértices de .S), enquanto que
na segunda /(.S) retorna apenas os vértices que possuem dois vizinhos u, v em S tais que
uwv ¢ E(G) (consequentemente, neste caso o Ps deve ser induzido). Além disso, 0 nosso
interesse € em calcular o nimero de envoltdria nessas convexidades.

Apresentamos e estudamos duas formulacdes de programacao linear-inteira para
determinar esses parametros, que acreditamos serem as primeiras na literatura. Em se-
guida, executamos testes em instancias geradas aleatoriamente para analisar o desempe-
nho de tais formulacdes quando as instancias sdo grafos arbitrarios, ou mesmo bipar-
tidos. Vale enfatizar que a determinacdo de tais parametros é um problema NP-dificil
para grafos bipartidos [Araujo et al. 2013] e para grafos planares com grau maximo limi-
tado [Draque Penso et al. 2014].

Formulacoes
Modelo 1: Passo de Contaminagdo.

O primeiro modelo baseia-se no tempo para contaminagdo, ou seja, no numero
de aplicacdes da funcdo de intervalo necessdrias para infectar todo o grafo. Seja P um
limite superior para esse tempo (por exemplo, P = |V| — 2). Para k € V, considere Hj,
como o conjunto de pares de vértices ambos adjacentes a k£ (e ndo adjacentes entre si,
para P;). Usamos as varidveis bindrias z% e yfj, 1,7 € Vep=20,...,P, para indicar,
respectivamente, se o vértice ¢ e o par {i, j} estdo contaminados ou ndo no passo p. Com
1ss0, obtemos o modelo:

min Zx? (D)

eV
sa:al =1, VieV, (2)
yl, <af oyl < af Vi, jeV,p=0,.., P, (3)
< T VkeV,p=0,..,P—1, 4)
{i.7}€H,
a? € {0,1},4% € {0,1}, Vi, jeV,p=0,..,P. (5)

As restri¢des (2) garantem que todos os vértices serdo contaminados, enquanto (4)
asseguram que ¢ estd infectado no passo p + 1 se foi infectado no passo 0 ou dois de seus
vizinhos estdo infectados no passo p. As restri¢cdes (3) estabelecem a relacdo necesséria
entre as varidveis. Note que esse modelo apresenta um nimero cibico, em termos de |V
de varidveis e de restricdes, e pode ser submetido diretamente a um solver.

)



Modelo 2: Co-convexo.

Este modelo € inspirado no método implementado em [Sag ] para o célculo do
numero de envoltdria na convexidade geodésica. Para descrevé-lo, precisamos introduzir
uma nova defini¢ao.

Dado um grafo GG, um conjunto S C V(G) é co-convexo se V(G) \ S é convexo.
Consequentemente, observe que, se nenhum vértice de S for infectado inicialmente, como
a envoltéria de V(G) \ S é o préprio conjunto, nenhum dos vértices de S se tornard
contaminado. Desta forma, pode-se deduzir que S’ € um conjunto de envoltdria se, e
somente se, para todo conjunto co-convexo .S, temos que S’ N S # (). Essa propriedade
leva ao segundo modelo, onde a varidvel bindria z; indica se o vértice ¢ faz parte do
conjunto de envoltdria:

eV

sa: » a;>1 VS € CC(G)
€S
z; € {0,1} Vi e V(G)

onde CC'(G) é a familia de conjuntos co-convexos de G (na respectiva convexidade).

Pode-se diferenciar esse modelo do anterior em alguns aspectos. Nesse, o nimero
de varidveis € linear, o que configura uma vantagem em relagdo ao anterior, onde tal
nimero € cubico. Por outro lado, 0 modelo co-convexo possui um nimero exponencial
de restri¢cdes, tornando-se invidvel sua submissdo direta a um solver. Para resolvé-lo,
podemos aplicar o método de planos-de-corte. A separacdo das restri¢des pode ser feita
em tempo polinomial.

Experimentos Computacionais

Avaliamos o desempenho das duas formulagbes em instancias geradas aleatoriamente.
Cada grafo é gerado a partir de dois pardmetros: n (quantidade de vértices) e p € (0, 1]
(probabilidade de existéncia de cada aresta). Para obter grafos bipartidos, separamos os
vértices em dois conjuntos A e B, com [n/2] e [n/2] vértices; criamos uma arvore gera-
dora 7' (mantendo a biparti¢do) e, para todo par (7,j) € (A x B) \ E(T') acrescentamos
a aresta ¢J com probabilidade p. Para gerar os grafos aleatérios, segue-se 0 mesmo pro-
cedimento, porém a 4rvore inicial é qualquer.

Um resumo dos resultados dos experimentos pode ser visto nas Tabelas 1 (grafos
bipartidos) e 2 (grafos arbitrarios). Em cada tabela, apresentamos, para cada instincia,
o tempo requerido (em segundos) pelos dois modelos (Pas = modelo 1, CC = modelo
2), considerando as duas convexidades (FP5 e Py), além da solu¢do 6tima (Sol = nimero
de envoltdria) em cada convexidade. O sinal “-” indica que a formulagdo ndo conseguiu
encontrar o 6timo no tempo limite de 600s, usando o solver CPLEX.

Podemos observar que o modelo 1 demanda tempos bastante similares para as
duas convexidades em bipartidos, mas o mesmo ja ndo ocorre para grafos arbitrérios. Ele
nao conseguiu lidar com a maioria das instancias com 40 vértices ou mais no tempo limite.
J4 0 modelo 2 mostrou-se bastante eficiente para ambas, com tempos de execugdo simila-
res. Como trabalho futuro, desejamos estudar uma maior quantidade de instancias e uma



Tabela 1. Grafos bipartidos
VI »p P3-Pas P3*-Pas P3-CC P3*CC Sol-P3 Sol-P3*

1 10 0,9 0,5598 0,5835 10,0017 0,0019 2 2
2 10 0,5 0,5867 0,5750 0,0016 0,0017 2 2
3 10 0,2 0,1502 0,1739  0,6089 0,6532 5 5
4 20 0,9 18,6940 18,5222  0,0031 0,0033 2 2
5 20 0,5 55,4023 54,0191 0,0024 0,0029 2 2
6 20 0,2 8,8439 8,8338 2,0854 2,0584 4 4
7 40 0,9 566,0112 563,8231 0,0088 0,0104 2 2
8 40 05 - - 0,0067 0,0076 2 2
9 40 0,2 - - 0,0523 0,0601 2 2
10 80 0,9 - - 0,0432 0,0535 2 2
11 80 0,5 - - 0,0229 0,0275 2 2
12 80 0,2 - - 0,0141 0,0118 2 2
Tabela 2. Grafos arbitrarios
VI »p P3-Pas P3*-Pas P3-CC P3*CC Sol-P3 Sol-P3*
1 10 0,9 0,9740 0,1496  0,0025 0,1074 2 2
2 10 0,5 0,9958 0,4127 0,0019 0,0232 2 3
3 10 0,2 0,5135 0,2033 0,5231 0,3269 3 4
4 20 0,9 27,2655 11,7637 0,0051 0,3394 2 2
5 20 0,5 23,2847 22,5997 0,0034 0,0049 2 2
6 20 0,2 - - 0,0283 0,0359 2 2
7 40 0,9 - - 0,0219 0,0464 2 2
8 40 0,5 - - 0,0114 0,0104 2 2
9 40 0,2 - - 0,0057 0,0063 2 2
10 80 09 - - 0,1303 0,1042 2 2
11 80 0,5 - - 0,0606 0,0483 2 2
12 80 0,2 - - 0,0244 0,0236 2 2

maior variacdo da densidade de cada. Também pretendemos aprimorar o modelo 1 com
o uso de propriedades especificas das convexidades para gerar restricoes que fortalecam
a formulagdo.
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