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Resumo. O niimero biclique-cromdtico xg(G) de um grafo G = (V,E) é o
menor inteiro k tal que existe uma k-coloragdo dos vertices de G com a propri-
edade de que nenhuma biclique maximal de G seja monocromdtica. Trabalhos
recentes provaram que o problema de se computar x5(G) para um grafo G é
Y.2-completo para qualquer k > 2. Nosso principal resultado neste trabalho é
um algoritmo baseado em inclusd@o-exclusdo de complexidade O*(2") para se
computar xg(G) de forma exata.

1. Introducao

Problemas de colora¢do sdo alguns dos mais estudados em teoria dos grafos. Em sua
versao cldssica, o problema da k-coloragdo pergunta se existe uma atribui¢ao de & cores
aos vértices de um grafo de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Ao
longo dos anos, variacdes do problema foram propostas, sendo uma delas a k-clique-
colorac@o, onde se procura uma atribui¢cdo de cores aos vértices do grafo tal que ne-
nhuma clique maximal do mesmo seja monocromatica. De forma similar, uma k-biclique-
colora¢@o busca uma atribui¢io de cores aos vértices do grafo tal que nenhuma biclique
maximal seja monocromatica.

Em termos de cliques, um trabalho recente [7] demonstrou que k-clique-coloragdo
é XP-completo, enquanto [2] propds um algoritmo O*(2") para se computar de forma
exata o numero clique cromitico x¢(G). Ja em termos de bicliques, [4] apresenta uma
prova de que k-biclique-coloragdo também é Y5-completo para grafos gerais, além de
mostrar a NP-completude do problema para diversas classes de grafos. Apesar disso,
em [6] sdo apresentados algoritmos polinomiais para esses problemas quando o dominio
¢ restrito aos grafos livres de unicordas.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados inspirados em [2] que possibilitam
a construgio de um algoritmo O*(2") para o problema da k-biclique-coloragdo. Nele,
fazemos uso do algoritmo baseado em inclusdo-exclusdo proposto em [1] para o problema
da cobertura exata e mostramos a equivaléncia entre uma solucdo do mesmo e uma k-
biclique-colorac¢ao valida.

2. Definicoes e Notacoes

Ao longo deste trabalho, denotamos um grafo por G = (V, E), com V' e E seu conjunto de
vértices e arestas, respectivamente, e n = |V | e m = |F|. Para cada X C V(G), dizemos
que G[X| = (X, Ex) é um subgrafo induzido de G se Ex = {uv | u,v € X,uv € E}.
O complemento G = (V, E) de G é tal que E = {uv | uv ¢ E}.

Um grafo K, € dito ser completo se seus vértices sdo dois a dois adjacentes;
1, € um conjunto independente se seu complemento € isomorfo a K,,. G é bipartido
se podemos construir uma biparticdio V' = (L, R) tal que G[L] e G[R] sdo conjuntos
independentes. K,, ,, € bipartido completo se todo u € L € adjacente a todo v € R.



Um subconjunto X C V' é uma biclique de G se G|X| for isomorfo a K, ,. X é
maximal se ndo existe um vértice v € V '\ X tal que X U {u} é uma biclique. Denotamos
por B(G) a familia de todas as bicliques maximais de G.

Uma k-colora¢do de uma grafo é uma funcdo ¢ : V. — {1,... k} que atri-
bui a cada vértice de G uma cor dnica. Para simplificar a nota¢@o, definimos ¢(V') =
Uuev {¢(u)}. Um subgrafo G[X] é monocromitico se |p(X)| = 1.

Uma k-vértice-coloracido é uma k-coloragdo onde vértices adjacentes de GG apre-
sentam cores diferentes. De maneira similar, uma k-biclique-coloragdo € uma k-coloracdo
onde nenhuma biclique maximal é monocromédtica. Note que uma k-coloracdo é uma
particio P, = (V4,...,V)) dos vértices de G em classes de cores, onde |p(V;)| = 1.
Usando essa observagdo, temos que nenhuma biclique maximal de G pode estar intei-
ramente contida em uma classe de cor. O nimero biclique cromdtico y5(G) é o menor
inteiro k tal que existe uma k-biclique-coloragdo prépria de G.

Um hipergrafo H = {H;, ... H,} é uma familia de subconjuntos de um conjunto
finito V', com cada H; € H sendo uma hiperaresta. Denotamos por Hz(G) o hipergrafo
com conjunto de hiperarestas igual a familia de bicliques maximais de G.

Um subconjunto X C V atinge uma hiperaresta H; € H se X N H; # (). X é
um transversal de H se ele atinge todas suas hiperarestas. De forma analoga, um obliquo
de H é um subconjunto de V' tal que existe pelo menos uma hiperaresta nao tocada por
ele. Denotamos por 75 a familia de todos os transversais de Hp e por Op a de todos os
seus obliquos. 73 = {X | X € Tz} ¢ a familia dos complementos de transversais de Hz.
Note que X C V' € um transversal se e somente se ele ndo € um obliquo.

O problema da cobertura exata é definido como: dados um conjunto base V', uma
familia 7 C 2V e um inteiro k, existe alguma k-particdo de V usando elementos de F? O
teorema abaixo, mostrado em [1], nos dd um algoritmo O(2"polylog(n)) para a solugdo
deste problema. Dizemos que um algoritmo ¢ O*(2") se sua complexidade é da forma

O(2"polylog(n)).
Teorema 1 ([1]). Existe um algoritmo O*(2™) para o problema da cobertura exata.

3. Computando x3(G)

Trabalhos recentes fazem uso do principio de inclusao-exclusao para resolver uma série de
problemas classicos da literatura, como cobertura exata [1] e k-vértice-coloragao [5], além
de problemas menos estudados, como k-clique-coloracdo [2]. Uma abordagem natural
para se construir uma solug@o exponencial € a transformacao do problema em questio
para algum outro cuja complexidade seja inferior. Neste ambito, em [2] foi apresentado
um algoritmo O*(2") para a k-clique-colorac¢do transformando uma instancia do mesmo
para uma de cobertura exata sem prejudicar a complexidade final da solugdo.

Tomando como base os resultados de [2], neste artigo demonstramos como cons-
truir um algoritmo O*(2") para o problema da k-clique-colorag@o, transformando-o em
uma instancia de cobertura exata. De forma natural, buscaremos cobrir V' e, para isso, a
escolha de F deve ser feita de forma a impedir que qualquer cobertura védlida possa gerar
uma coloracdo imprépria. A escolha dessa familia é discutida abaixo.

Nosso primeiro resultado traduz a ideia de que, fixada uma cor i, toda biclique



maximal deve possuir pelo menos uma cor diferente de .

Lemal. P, = (V4,...,V})é uma k-biclique-coloracdo de G se e somente se P, é uma
k-particdo de G e, ¥ V; € Py, V; é um transversal de Hp(G).

Demonstragdo. (=) Seja P, uma k-biclique-colorac¢ao de GG e suponha que existe algum
V; tal que V; ¢ Tg. Isso, por sua vez, implica que existe B € B tal que BNV; = (), ou
seja B C V;, donde |p(B)| = 1, que é uma contradi¢@o, pois P, é uma colorag@o prépria.

(<) Seja P, uma k-partiio de G' com V; € Tz e suponha que P ndo é uma
k-biclique-colorag@o. Ou seja, existe uma biclique maximal B € B tal que B C V; para
algum i. Isto implica que BNV, = (), e, portanto, V; ¢ Tg, o que contradiz a hipétese. [

O Lema 1 nos d4 uma familia natural para se usar durante o procedimento de co-
bertura: a familia 7; dos complementos de transversais de H;z. Computar diretamente
transversais, por sua vez, € custoso, uma vez que a familia de bicliques maximais pode
ser da ordem de O(n - 3"/3), como demonstrado em [3]. Para enumerar 7,5, observe que
Ts = 2V \ Op. Ou seja, se conseguirmos descobrir Op de forma mais eficiente, 7; pode
ser construida em tempo O*(2"). Nosso préximo resultado garante que tal descoberta é
possivel.

Lema 2. Os obliquos maximais de Hp(G) sdo exatamente os complementos das bicliques
maximais de G.

Demonstragdo. (=) Seja X € Op um obliquo maximal de H(G). Pela defini¢do, existe
alguma B € Hg tal que X N B = (), o que implica que X C 5. Para mostrar que apenas a
igualdade € valida, assumimos que X C B. Sendo assim, existe Y C B \ X, YNB=1,
(XUY)NB=0eXUY € Og. Isso por sua vez implica que X ndo é maximal, uma
contradigao.

(<) Seja B € Hp(G) uma biclique maximal de G e X = B. Por hipdtese,
X € Og. Suponha que X ndo é um obliquo maximal de Hz(G). Sendo assim, existe um
Y CV\ X tal que Z = X UY € um obliquo maximal, pois X C Z € obliquo e, por
hipétese, nao € maximal. Entdo: (i) BNY = 0; (ii) Y C B; (iii) Z N B # () e, portanto,
Z ¢ Op, que é um absurdo. O

Corolario 1. Dado um grafo G = (V, E) e um subconjunto X C 'V, existe um algoritmo
O(n(n — |X|)) para determinar se X é um obliquo maximal de Hp(G).

Com os resultados acima, podemos testar para cada X € 2V se seu complemento
¢ uma biclique maximal. Apds construirmos os obliquos maximais de H 3, podemos usar
o lema abaixo (apresentado em [2]) para construir O, que é exatamente a familia de sub-
conjuntos de todos os obliquos maximais.

Lema 3 ([2]). O fecho descendente F|, = {X CV |3Y € F, X CY} de qualquer
familia F pode ser enumerado em O*(|F||).

Tendo como base os resultados até entdo apresentados, podemos construir um al-
goritmo O*(2") para o problema da k-biclique-coloragao.



Teorema 2. Existe um algoritmo O*(2") para se computar x5(G).

Demonstrag¢do. Usando o Lema 1, para qualquer k-biclique-coloragdo (V71, . .., V}) valida,
cada classe de cor deve ser o complemento de algum transversal do hipergrafo biclique
Hp(G). Para enumerar 7, primeiramente utilizamos os Lemas 2, 3 e o Corolario 1 para
computar O em tempo O*(2"). Em seguida, computamos 75 = 2"\ Op verificando para
cada elemento de 2" se ele estd em Oy. Em seguida, complementamos cada elemento de
T, obtendo 7.

Agora, para encontrarmos x5(G), executamos para cada elemento k& € {1,...,n}
o algoritmo O*(2") para cobertura exata (Teorema 1), tendo V' como conjunto base, 7
como familia a ser usada na particao e k o tamanho da mesma. O primeiro k que apresen-
tar pelo menos uma parti¢do valida serd yz(G). O

4. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estendemos naturalmente os resultados referentes ao problema da k-clique-
coloragdo para o problema da k-biclique-coloragdo, explorando as no¢des de transver-
sais e obliquos do hipergrafo biclique e mostrando como ambos podem ser utilizados
na constru¢io de um algoritmo O*(2") para se computar y5(G). Trabalhos futuros in-
cluem a investigacdo de parametrizacdes deste problema que explorem as relagdes entre
coloragdes, estruturas maximais e hipergrafos, além de algoritmos O*(a") com o < 2
para a computacdo do numero biclique cromético de um grafo.
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