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Abstract. The rainbow connection number of a connected graph G, denoted by
rc(G), is the minimum number of colors needed to color the edges of G, so that
every pair of vertices is connected by at least one path in which the colors of the
edges are pairwise distinct. In this work we determine the rainbow connection
number for the graphs C,, x P, when m is odd and C,, x C,, when m and n

have distinct parities. For the case in which n and m are odd, we prove that
re(Cr, x Cp) < 22,

Resumo. O niimero de conexdo arco-iris de um grafo conexo G, denotado por
re(QG), € o menor niimero de cores necessdrias para colorir as arestas de G,
de forma que entre qualquer par de vértices exista um caminho cujas cores
das arestas sdo duas a duas distintas. Neste trabalho determinamos o niimero
de conexdo arco-iris para os grafos C,, x P, quando m é impar e C,, x C,
quando m e n tém paridades distintas. Para os casos em que m e n sdo impares,
provamos que rc(Cy, x Cp,) < 752,

1. Introducao

Neste trabalho, todo grafo G = (V(G), E(G)) é simples, conexo e tem pelo me-
nos uma aresta. Uma atribui¢ao de cores para as arestas de (G, geralmente dada por uma
fungdo ¢ : E(G) — N, é uma coloragdo arco-iris se entre qualquer par de vértices existe
um caminho cujas cores das arestas sao duas a duas distintas [Chartrand et al. 2008]. Ca-
minhos que ndo possuem duas ou mais arestas com a mesma cor sao chamados de cami-
nhos multicoloridos.

O niimero de conexdo arco-iris, r¢(G), € menor inteiro para o qual existe uma
coloragdo arco-iris de um grafo G. O Problema da Coloragdo Arco-Iris é determinar
rc(G) para um dado grafo G. Em algumas classes de grafos, o nimero de conexao arco-
iris é trivial, por exemplo, para uma drvore T com n vértices rc(T) = n— 1; para um grafo
completo K, r¢(K,) = 1; e para um ciclo C,, r¢(C,,) = [%] [Chartrand et al. 2008].
Para obter uma coloracio arco-iris de qualquer grafo simples e conexo G, € suficiente atri-
buir cores distintas para todas as arestas de uma de suas drvores geradoras, o que implica

re(G) < |V(G)] — 1. Observa-se que tal limite superior é justo. Em [Li et al. 2012], os

autores provaram que se G é 2-vértice-conexo, entdo rc(G) < {@-‘ . Para um grafo G

conexo com n vértices e grau minimo 6(G), re(G) < 6(5—7;“ + 3 [Chandran et al. 2012].

Em um grafo G, a distdancia entre dois vértices v € v € o tamanho do menor
caminho entre u e v, dado pelo nimero de arestas deste caminho. A excentricidade €(v)



de um vértice v € V(G) € a maior distincia entre v e qualquer outro vértice de G. O
diametro de um grafo GG, denotado por diam(G) é a excentricidade maxima de GG. Apesar
de alguns resultados conhecidos e de limites superiores justos para o nimero de conexao
arco-iris, sabe-se que quando GG é um grafo com didmetro 2, decidir se r¢(G) = 2 é um
problema NP-completo e que determinar o nimero de conexdo arco-iris de um grafo G
qualquer € um problema NP-dificil [Chakraborty et al. 2011].

Sejam G e H dois grafos simples e conexos com V(G) = {vg,v1,...,Vm_1}
e V(H) = {up,u1,...,up—1}. O produto cartesiano G x H tem conjunto de vértices
V(G) x V(H) e aaresta (v;, u;)(vg, u;) existe se, e somente se, v;v, € E(G) e u; =
ouuju € E(H)ev;, = v, 0 <i,k <me0 < j I < n.Li Shie Sun [Li et al. 2013]
apresentaram alguns resultados sobre o nimero de conexdo arco-iris em grafos resultantes
de produtos cartesianos, como o importante Teorema 1, a seguir.

Teorema 1. [Lietal 2013] Seja G = Gy X Gy X G3 X ... X Gy, k > 2, tal que G; é
conexo, 1 < i < k. Entdo rc(G) < Zle re(G;). Além disso, se diam(G;) = rc(G;)
para todo G;, 1 <1 < k, entdo a igualdade vale.

Dos resultados para arvores e ciclos [Chartrand et al. 2008] e do Teorema 1, pode-
se inferir que r¢( P, X P,,) = m+n—2, para dois caminhos P, e P,,2 < m < n;rc(C,, X
Cn) = mT*" para dois ciclos Cy,, e C,,, me n pares, 3 < m < n;erc(Cp, x P,) = n—1+%
para um caminho P, e um ciclo C,,, m par. Quando m # 3 é impar, diam(C,,) < rc(C,y,)
e, portanto, o nimero de conexdo arco-iris do produto cartesiano ¢ um problema em
aberto. A contribui¢do deste trabalho é a determinagdo de rc(C,,, X P,) quando m é impar
e rc(Cp, X C,,) quando m e n tém paridades distintas. Também provamos que r¢(C,, X
Cp) < mT*” se m e n sao impares, melhorando o limite apresentado no Teorema 1. O

novo limite tem diferenca de no maximo uma unidade do 6timo. As provas apresentadas
implicam em algoritmos polinomiais para colorac¢io arco-iris.

2. Resultados

Nesta secao, primeiro serd apresentada a prova de que r¢(C,, X P,) = L%J +n—1
quando m é impar. E importante observar que os grafos C,, X P, e P, x C,, sdo isomorfos.
As provas fazem uso de um conhecido resultado segundo o qual qualquer grafo conexo G
tem rc(G) > diam(G) [Chartrand et al. 2008]. Em seguida, determinamos 7¢(C,,, x Cy,)
quando m = n = 3 e quando m e n tém paridades distintas. No caso em que m € n sao
ambos impares, sabe-se que rc¢(C,, x C,,) > diam(C,,, x C,,) = ™2 — 1. Neste caso,
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apresentamos uma coloragdo arco-iris com ™ cores.

Teorema 2. Se C,, X P, tem m impar e n > 2, entdo rc(C,, X P,) = L%J +n—1

Demonstragcdo. Seja C,, x P,, tal que m é impar, n > 2, V/(C,,) = {vo,v1,...,Um-1} €
V(P,) = {ug,u1,...,u,_1}. Note que diam(C,, x P,) = |2 ]| + n — 1. Entdo, como
re(Chp X Py) > diam(C,, x P,), é suficiente apresentar uma coloragdo arco-iris com

L%J +mn — 1 cores.

Suponha n = 2. Sejam C; = (vo, uj)(v1,u;) ... (Vm—-1,u;)(vo,uj), j € {0,1},
e P = (vi,uo)(vi,u1), 0 < ¢ < m. Em cada ciclo C;, j € {0,1}, pinte a aresta

(vi, ) (Vig1,u;) com cor i, 0 < ¢ < |2]; pinte (v;,u;)(vis1,u;) com cor i — [2],



[2] <i < m —1;epinte (v;, u) (s, Up—1) com cor | %] — 1. Para cada caminho P, se
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0 <4< |%Z],pinte (v;, uo)(vi, ur) comcor |2 |;ese [2] < i < m, pinte (v;, ug) (v, uy)

com cor i — [2].

m
2

m
2

Vamos mostrar que existe um caminho multicolorido entre cada par de vértices
(vi,uj) e (vg,w), 0 < i,k <me0 < jl <1 Sej=1I entdo o caminho multicolorido
¢ o menor caminho entre (v;,u;) e (vg, ;) no ciclo C;. Entdo, suponha j # [ e, sem
perda de generalidade, seja j = 0 e [ = 1. Considere as operagdes aritméticas médulo m.
Seja P’ o menor caminho de (v;, ug) a (vg, up). Se (vi_1,up) € P', entdo (v;, ug) (v, uy)
concatenado ao menor caminho de (v;, u1) a (v, ;) € um caminho multicolorido. Sendo,
P’ concatenado a (v, u;) € um caminho multicolorido.

Agora, suponha n > 2. Pinte as arestas dos ciclos C;, 0 < j < n, e as arestas
(v, ug)(vi,u1), 0 < i < m, da mesma forma que no caso n = 2. Seja H o subgrafo de
G jé colorido. Resta colorir as arestas dos caminhos P! = (v;, uq)(vs, u2) . .. (Viy Up—1),
0 < i < m. Pinte a aresta (v;, u;)(v;, uj11), 1 < j <n—1, comcor j+ [2]. Observe
que cada caminho P/, 0 < i < m, € multicolorido e ndo contém cores usadas nas arestas
de H. Entdo cada par de vértices em GG tem um caminho multicolorido. De fato, qualquer
par de vértices contido em Cjy U ('} possui um caminho multicolorido ja apresentado no
caso n = 2. Considere o par de vértices (v;, u;) e (vg, w), tal que ¢ > 1 e k > 1. Entdo,
o menor caminho entre (v;, u;) e (v, u;) no ciclo C; é multicolorido, e o caminho de
(vg, u;) a (vg, ) em P, é multicolorido por construgdo. Agora, considere um caminho
entre (v, ug) € (vg, u;), L > 1. O caminho de (v;, ug) a (vg, uy), ja apresentado no caso
n = 2, concatenado ao caminho de (vy, u1) a (vg, ), contido em P/, é multicolorido.
Observe que foram utilizadas (%W +n—-2= L%J +n — 1 cores. [

Teorema 3. Seja C,,, x C.,, um grafo com m impar.

2, sem=n=23;
L§j+1, sem=3en > 3;

re(C,, x C, - .
(Cm ) =md 42 sem,n>3enépar;
SmTJF”, sem,n > 3 en é impar.
Demonstrag¢do. Considere C,,, x C,, um grafo com m impar, V (C,,) = {vo, v1, ..., Um_1}

€ V(Cn) = {UQ, Uy, ... ,un,l}. Sejam Xj = ('UQ, Uj)(’l)l,u]') e (’Umfl, u]’)(vo, u]'), 0 S
j<m,eY;=(vi,up)(vi,ur) ... viup_1)(vi,up), 0 <i < m.

Se m = n = 3, pinte as arestas de cada ciclo X; com cor 0, 0 < j < 3, e pinte
as arestas de cada ciclo Y; com cor 1, 0 < 7 < m. Por inspe¢do, é possivel verificar que
trata-se de uma colorag@o arco-iris. Resta considerar os casos em que pelo menos um
entre m e n € maior que 3.

Sem = 3en > 3, pinte cada ciclo V;, 0 < ¢ < m, da seguinte forma. Se
0 < j < [%]. pinte a aresta (v;, u;)(v;, uj41) com cor j. Se [2] < j < n — 1, pinte
(vi, uj) (Vs ujg1) com cor j — [%]. Pinte (v;, ug) (v, up—1) com cor | %] — 1. Pinte as
arestas de cada ciclo X;, 0 < j < | 2|, com cor |%]; e pinte as arestas de cada ciclo X,

L%J < 7 < mn,comcorj — (%W Observe que os vértices de quaisquer dois ciclos, Y, e

Y,, 0 < p,q < 2, induzem um subgrafo isomorfo aos C,, x P, e, portanto, 0s mesmos
argumentos usados na prova do primeiro caso do Teorema 2 garantem que esta € uma

coloracao arco-iris.



Entdo, considere m,n > 3. Pinte cada ciclo X;, 0 < j < n, da seguinte forma.
Se 0 < i < [2], pinte a aresta (v;, u;)(v;1,u;) com cor j. Se [2] < j < m — 1, pinte

(vi, ) (Vis1, u;) com cor j — [2]. Pinte (vg, u;)(vym—1,u;) com cor | 2| — 1. Pinte as
arestas (vi,uj)(vi, Uj+1) € Y, 0 <7 < m, da seguinte forma. Considere as somas nos

indices médulo m. Se 0 < i < [2| e j =0 (mod [%]), pinte a aresta (v;, u;)(vi, wj41)

comcor |2|. Se [2] <i<mej =0 (mod [2]), pinte a aresta (v;, u;)(vi, uj41)
comcori— [2]. Sej # 0 (mod [2])el < j < [%], pinte a aresta (v;, u;)(vi, uj41)
il

comcorj+ |2],0<i<m. Sej#0 (mod [%])e[2] < j < n, pinte a aresta
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(vi, uj) (V3 ujg1) comcor j + | 2| — [2],0 < i < m.
Considere um par de vértices (v;, u;) e (v, 1), 0 < i,k <me0 < j,l <n.Seja

H o subgrafo induzido pelas arestas coloridas com as cores do conjunto {0, 1,. .., [%J }.
Se (v;,u;) e (vk, ) pertencem a mesma componente conexa em H, entdo existe um ca-
minho multicolorido entre esses vértices, como provado no Teorema 2. Entdo, suponha
que (v;,u;) e (vg, u;) pertencem a componentes conexas distintas em H, O; e O, res-
pectivamente. Existe em O; um caminho multicolorido P entre (v;, u;) e (vg, u;). Além
disso, se O; é um subgrafo isomorfo a C,,, x P,, entdo existe em O; um caminho mul-
ticolorido P’ entre (v;,u;) e (v, u;), ondeout = j—1lout = j+ 1. Como Pe P’
sdo caminhos em Oy, ambos estdo coloridos com cores do conjunto {0, 1,..., |2 ]}. Por
construgdo, em C,, x C,,, ou existe um caminho multicolorido entre (vy,u;) e (vg, ;)
ou existe um caminho multicolorido entre (vy,u;) e (vy,u;), com cores do conjunto
{[2].[%]+1,....|%] + [2] — 1}. Portanto, existe um caminho multicolorido en-
tre (v, u;) e (vg, w).

m

Para m,n > 3, foram usadas L 5 J + ’—g-‘ cores. Logo, se n é par, diam(C,, x C,,)
mT_l + 5 <re(Cp x Cy) < mT_l + 5. Portanto, rc(Cy, x Cy) = m-l 4 5. Quando n

2
impar, diam(C x Cy) = 254 258 < re(Cy x C) < 2t =

D('D\ ||

Com os resultados dos teoremas 1, 2 e 3, fica determinado o nimero de conexio
arco-iris para os grafos resultantes de produtos cartesianos entre dois caminhos, entre
ciclos e caminhos e entre dois ciclos, com exce¢do dos grafos C,, x C,, com m e n
impares, m,n > 3. Neste subconjunto, apresentamos um limite superior para 0 nimero
de conexao arco-iris que é no maximo uma unidade maior que o 6timo.
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