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Abstract. Cellular automata are fully discrete dynamical systems with locally-
defined dynamics. Such systems, in spite of its simplicity, are capable of showing
complex global behaviour. One fundamental question in the study of cellular au-
tomata is what kind of limit-behaviour they might have. In the present work we
present a method to infer attractors of elementary cellular automata by analy-
sing the growth of the regular expressions describing the time evolution of a
particular elementary cellular automaton.

Resumo. Autômatos celulares são sistemas dinâmicos totalmente discretos,
apresentando uma dinâmica definida localmente. Apesar da simplicidade, tais
sistemas são capazes de apresentar comportamento emergente global complexo.
Uma questão fundamental no estudo dos autômatos celulares é sobre seu com-
portamento global para uma evolução temporal infinita do sistema. Aqui apre-
sentamos uma técnica para inferir atratores de autômatos celulares elementa-
res, tomando como base a análise das expressões regulares que descrevem as
evoluções temporais finitas de um autômato celular elementar em particular.

1. Introdução
Autômatos celulares (ACs) são sistemas dinâmicos totalmente discretos cujo comporta-
mento global deriva de uma função definida localmente. ACs foram estudados tanto do
ponto de vista matemático-computacional [Wolfram 2002, Kari 2005, Cook 2004], como
modelos de sistemas complexos existentes no mundo real [Wolfram 2002], apesar das
limitações dos ACs para essa última tarefa , conforme relatado em [Santé et al. 2010],
por exemplo.

Em [Wolfram 1994], a complexidade dos ACs foi estudada através da observação
de autômatos finitos capazes de reconhecer a linguagem definida pela iteração de uma
regra sobre o conjunto de possı́veis configurações iniciais. Uma das perguntas feitas no
referido trabalho diz respeito a quais são os possı́veis comportamentos que podem surgir
numa evolução temporal infinita de uma dada regra.

Em um trabalho anterior [De Oliveira et al. 2016] foi apresentado um método para
detecção de padrões de crescimento nos autômatos finitos que descrevem as configurações
que podem ser obtidas iterando-se uma dada regra sobre o conjunto de configurações ini-
ciais. Tal método possibilita a inferência de autômatos finitos que descrevem o compor-
tamento da regra em questão para um número finito de iterações, mas não a inferência de



seu comportamento-limite. Aqui apresentamos uma técnica para a inferência de atratores
de regras de ACEs a partir da análise das propriedades da regra e das expressões regulares
que descrevem seu comportamento para evoluções temporais finitas. O presente traba-
lho consiste na descrição de uma técnica utilizada em parte de um artigo submetido a
periódico internacional [Ruivo e de Oliveira 2017].

1.1. Definições básicas

• Um autômato celular (AC) é uma quádrupla A = (S,N, f, d) [Kari 2005],
na qual: S = {0, 1, · · · , k − 1}, k ∈ Z+, é o conjunto de estados; N =
(~v1, ~v2, · · · , ~vn), ~vi ∈ Zd, é o vetor de vizinhança; f : Sn −→ S é sua função
de transição local ou regra local e d ∈ Z+ é sua dimensão.
• Uma configuração é uma função c : Zd −→ S. O conjunto das funções de Zd em
S é denotado por SZd e é denominado o espaço das configurações.
• Dado um AC A = (S,N, f, d), a regra local f do AC induz uma função de

transição global F : SZd −→ SZd no espaço das configurações da seguinte ma-
neira: (F (c))(~v) = f(~v + ~v1, ~v + ~v2, · · · , ~v + ~vn),∀v ∈ Zd

• Um autômato celular elementar (ACE) é um AC no qual S = {0, 1}, N =
(−1, 0, 1) e d = 1. A cada ACE de regra local f é possı́vel associar um número,
denominado número de Wolfram [Wolfram 2002].
• Sendo F a função global induzida por f , denota-se denotando por F t(c) a iteração

de F t vezes sobre c. Sendo Ω0 o conjunto de todas as configurações binárias,
o conjunto F t(Ω0) é denotado por Ωt

f . Por sua vez, Ωt
f,[w] indica o conjunto

de configurações obtidas iterando-se F t vezes sobre o conjunto de todas as
configurações iniciais que não contém w como subcadeia.
• Dado um ACE A de regra local f e U ⊂ {0, 1}Z, o conjunto ω-limite de U é

o conjunto ω(U) dado por [Di Lena e Margara 2010]
⋂

n>0(
⋃

m>n F
m(U)). Um

atrator de A é um conjunto Y ⊂ SZ não-vazio tal que F (Y ) = Y e Y = ω(U)
para algum U com F (U) ⊆ U . O conjunto-limite Ωf como a união de todos os
atratores de A. A linguagem que o descreve é denominada linguagem-limite de f .

Foi mostrado em [Wolfram 1994] que os conjuntos Ωt
f obtidos a partir de ACEs

podem ser descritos por linguagens regulares fatoriais (denominadas linguagens de pro-
cesso). A representação gráfica do reconhecedor de uma linguagem de processo corres-
ponde a um grafo de processo (GP). Para saber se uma cadeia é reconhecida por um GP,
basta verificar se existe algum caminho no grafo que corresponda a essa cadeia.

2. Grafos de processo
Dada a regra local f de um ACE, foi descrito em [Wolfram 1994, Wolfram 2002] um
método iterativo para obter o GP Gt

f que descreve o conjunto Ωt
f . Observou-se em

[De Oliveira et al. 2016] que as regras 32, 128, 136, 160, 168 e 184 do espaço dos ACEs
produziam GPs com padrões de crescimento. No mesmo artigo, foi sugerido um método
para reconhecer automaticamente tais padrões, o que possibilitou a inferência direta de
GPs para um número maior de iterações t. Apesar de ser possı́vel inferir, a partir da
observação do crescimento dos grafos, GPs para evoluções temporais finitas, tal método
não pode ser aplicado para obter o conjunto-limite da regra f . A alternativa é analisar a
evolução das expressões regulares que descrevem as linguagens induzidas pelos GPs de
Ωt

f .



Dessa forma, a expressão que descreve a linguagem-limite deve ser regular. Para
isso, deve satisfazer duas condições: (i) Deve ser escrita como somas e/ou concatenações
de expressões regulares; (ii) Deve ser finita.

Apesar de alguns ACs apresentarem GPs com crescimento simples, essa não é
a regra geral. A seguir aplicamos as técnicas expostas nesta seção para a regra 178 do
espaço dos ACEs para a qual foram detectados padrões de crescimento em seus GPs.

3. Inferência de um atrator da regra 178
A função local f178 da regra 178 é dada por: f178(x, y, z) = 1, se (x, y, z) ∈
{(1, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 0, 1)}; e f178(x, y, z) = 0, caso contrário.

Apesar dos GPs da regra 178 apresentarem crescimento linear, não foi possı́vel
obter uma expressão regular geral que descreva seu comportamento em tempo finito, de-
vido a limitações computacionais. A fim de analisar os atratores dessa regra, excluı́ram-se
cadeias progressivamente maiores de 0s e de 1s (separadamente) e ao fim ambos os re-
sultados foram agregados. Abaixo enunciamos (sem demonstração) resultados utilizados
para a análise do comportamento da regra 178.

Proposição 3.1. Seja c ∈ {0, 1}Z uma configuração na qual a maior cadeia de 0s
(respectivamente 1s) consecutivos apresenta tamanho l ≥ 3. Então F178(c) é uma
configuração na qual a maior cadeia de 0s (respectivamente 1s) consecutivos apresenta
tamanho l − 2.

Proposição 3.2. Para todo inteiro n > 3, Ωn−2
178,[0n] ⊆ Ω1

178,[03] e Ωn−2
178,[1n] ⊆ Ω1

178,[13].

Corolário 3.1. Para quaisquer inteiros n > 3 e t ≥ 1, Ω
(n−2)+t−1
178,[0n] ⊆ Ωt

178,[03] e

Ω
(n−2)+t−1
178,[1n] ⊆ Ωt

178,[13].

Corolário 3.2. Para todo inteiro n > 3, Ω178,[0n] = Ω178,[03] e Ω178,[1n] = Ω178,[13].

Em outras palavras, a regra 178 faz com que, após um número suficiente de
iterações, configurações iniciais que contenham cadeias de 0s (e de 1s) consecutivos de
tamanho maior que três sejam transformadas em configurações que não apresentam as
subcadeias “000” nem “111”.

Vale notar que a análise de Ω178,[03] e Ω178,[13] cobre apenas parcialmente o
conjunto-limite da regra 178: apenas as configurações obtidas a partir de configurações
iniciais que não pertencem a Ω0

178,[0∞]∪Ω0
178,[1∞]. Para cada tipo de exclusão, foi realizada

uma análise do crescimento das expressões regulares, com o intuito de obter expressões
gerais para um número arbitrário t de iterações. Então, a partir dessas expressões, foram
inferidas linguagens-limite descrevendo os atratores para ambos os tipos de exclusão. Por
fim, as expressões regulares inferidas foram somadas, obtendo a expressão regular que
descreve o atrator da regra 178 obtido a partir do conjunto Ω178,[0∞] ∪ Ω178,[1∞]. A Figura
1 mostra o autômato finito determinı́stico que descreve esse atrator.

4. Conclusões
No presente trabalho apresentou-se uma técnica para inferir atratores do conjunto-limite
de autômatos celulares elementares através da análise do crescimento das expressões re-
gulares que descrevem conjuntos de configurações obtidas a partir de um número finito



Figura 1. Autômato finito determinı́stico descrevendo um atrator da regra 178.

de iterações da regra do ACE sobre um subconjunto de configurações. Em particular,
aplicou-se essa técnica para obter um atrator para a regra 178, para a qual não foi possı́vel
observar a existência ou não de padrões de crescimento devido a limitações computacio-
nais. Para solucionar parcialmente tal situação, restringiu-se o conjunto de configurações
iniciais, gerando conjuntos de expressões regulares para as quais foi possı́vel obter uma
descrição geral de seu padrão de crescimento, o que permitiu a inferência do autômato
finito que descreve o atrator gerado por esse subconjunto de configurações iniciais.

Uma análise de como subconjuntos especı́ficos de configurações iniciais podem
afetar a dinâmica do crescimento dos grafos de processo e de sua complexidade é uma
possibilidade interessante para a continuidade deste trabalho.
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