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Abstract. This paper presents a generic mathematical model for the School Bus
Routing Problem (SBRP) in rural areas, in order to minimize the total cost in-
volved end ensuring that students are transported timely. Factors such as vehicle
capacity and time window of schools are observed in the model.

Resumo. Neste trabalho é apresentado um modelo matemático genérico para o
Problema de Roteamento de Ônibus Escolares (PROE) em zonas rurais, com o
objetivo de minimizar o custo total envolvido a fim de assegurar que os alunos
sejam transportados em tempo. Fatores como capacidade do veı́culo e janela
de tempo das escolas são observados no modelo.

1. Introdução

Em pesquisa apresentada em [Bezerra et al. 2013], calcula-se que 36% da população
brasileira é rural. Em [Lima et al. 2016], o autor diz que, em 2013, o Brasil tinha mais
de 50 milhões de estudantes matriculados em um sistema educacional público complexo
que abrange mais de 198 mil escolas públicas estaduais e municipais, onde 14% desses
alunos são moradores de áreas rurais, servidos por escolas públicas multisseriadas (24%
do número total de escolas). Nas escolas multisseriadas, grupos de estudantes de difer-
entes séries são educados por um único professor em uma única sala de aula.

Esforços tem sido empregados para transferir os estudantes de escolas rurais mul-
tisseriadas para escolas com localização central, com melhor infraestrutura e com classes
de série única [Lima et al. 2016]. No entanto, tem sido um grande desafio para as autori-
dades públicas gerir os serviços de transporte escolar rural [Lima et al. 2016]. Como os
recursos previstos são escassos, geralmente não é possı́vel utilizar ônibus para transportar
alunos de uma única escola [Park and Kim 2010].

O Problema de Roteamento de Ônibus Escolar (PROE) é um problema de trans-
porte que tem sido alvo de pesquisas na área de otimização visando gerar rotas de ônibus
escolares considerando um conjunto de estradas, escolas, paradas, alunos, veı́culos, e
qualquer outro fator importante que se deseje considerar [Park and Kim 2010]. O pre-
sente trabalho objetiva criar um modelo matemático consistente e genérico considerando
uma frota heterogênea de ônibus que precisam atender a zona rural de determinado mu-
nicı́pio. Na abordagem utilizada os veı́culos poderão transportar alunos de escolas difer-
entes respeitando restrições como: capacidade do veı́culo, tempo máximo de estadia do
aluno no transporte e janela de tempo das escolas.



2. Modelo Proposto
Considere um sistema de transporte escolar que atenda um conjunto de paradas P =
{1, . . . , np} que estão distribuı́das na zona rural de determinado municı́pio em que existe
um conjunto de Escolas E = {np+1, . . . , np+ne}. Esse problema pode ser representado
por um grafo não direcionadoG = (V,A), onde V = {0}∪P ∪E é o conjunto de vértices
mapeados que descreve o trajeto do ônibus saindo da garagem (vértice 0), percorrendo
as paradas e a(s) escola(s). Logo, A = {(i, j) : i, j ∈ V } é o conjunto de arestas
que conectam tais vértices. Para cada parada i ∈ P , existe um conjunto Ki ⊆ E de
escolas que precisam ser atendidas, no qual dik > 0 estudantes da parada i deve(m) ser
transportado(s) para a escola k. Todos os qi =

∑
k∈Ki

dik alunos da parada i devem ser
apanhados pelo mesmo ônibus, ao mesmo tempo, e transportados para as escolas em Ki

[Alves et al. 2015, Sarubbi et al. 2014, Lima et al. 2016].

Considere B um conjunto de ônibus de diferentes capacidades estacionados na
garagem. Cada ônibus b ∈ B tem capacidade Qb, custo fixo sb, e distância máxima
permitida de ρb. Assume-se que Q1 ≤ Q2 ≤ . . . ≤ Q|B| e s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ s|B|. Cada
aresta (i, j) ∈ A tem um custo não negativo cbij = θb`ij , e que depende do ônibus b ∈ B
que irá trafegar naquele trecho. Portanto, θb é o custo unitário por km para o ônibus b, e
`ij é a distância da parada i para a parada ou escola j.

Seja Rb um subconjunto de arestas de A, o que denota um subgrafo G′
(Rb) que

gera uma rota a ser percorrida pelo ônibus b partindo da garagem, pegando os estudantes
nas paradas Pb, e distribuindo às escolas Kb, antes de retornar à garagem. Deste modo,

Tabela 1. Notação do método proposto
Conjuntos:
P : Conjunto de Paradas
Pb : Conjunto de Paradas atreladas à um ônibus - Pb ⊆ P
E : Conjunto de Escolas
B : Conjunto de Ônibus
V : Conjunto de Vértices [garagem, paradas e escola(s)]
A : Conjunto de Arestas
Ki : Conjunto de Escolas atreladas a uma parada - Ki ⊆ E
Kb : Conjunto de Escolas atreladas a um ônibus - Kb ⊆ E
Qb : Conjunto de capacidades dos veı́culos
Parâmetros:
dik : No de alunos da parada i ∈ P que serão levados para a escola k ∈ Ki

qi : Qtd. de alunos da parada i ∈ P pegos pelo mesmo ônibus, ao mesmo tempo
sb : Custo fixo do veı́culo b ∈ B
cbij : Custo não negativo de cada aresta (i, j) ∈ A para o ônibus b ∈ B
θb : Custo unitário por km para o ônibus b
`ij : Distância da parada i para a parada ou escola j
ρb : Distância máxima que dado ônibus pode percorrer com aluno
[α, ω] : Janela de tempo entre primeiro vértice e último vértice de determinada rota
tij : Tempo do percurso entre o vértice i e o vértice j
Variáveis:
ybi = 1 :, se a parada i ∈ V − {0}) é atribuı́da ao ônibus b ∈ B. 0, caso contrário
zb = 1 :, se o ônibus b ∈ B está atribuı́do à uma rota; 0, caso contrário.
xbij = 1 :, se a aresta (i, j) ∈ A é usada na rota do ônibus b ∈ B; 0, caso contrário



G
′
(V (Rb), Rb) é um subgrafo induzido por Rb, no qual V (Rb) é o conjunto de vértices

ligadas a no mı́nimo uma aresta de Rb. Ou seja, G′
(Rb) se configura um ciclo simples

com inı́cio e fim no vértice 0 (garagem), de tal modo que a demanda total de estudantes
nas paradas Pb não exceda a capacidade máxima Qb de estudantes suportada pelo ônibus
b. O custo da rota é dado pela soma dos custos das arestas que formam o ciclo, e pelo
custo fixo do ônibus sb.

Sendo A = {(i, j) : i, j ∈ V } o conjunto de arestas, existe um tempo de percurso
tij associado a aresta Aij . Observando que há uma janela de tempo [α, ω] associada a
rota Rb de determinado veı́culo respeitando o ı́nicio da aula em cada escola E, sendo α o
horário de saı́da da garagem e ω o horário da escola com entrada mais tardia. É permitido
que o veı́culo chegue ao último vértice antes de ω, no entanto, ele precisa esperar o tempo
ω para deixar a localidade. O problema consiste então em projetar estas rotas de tal forma
que todos os alunos sejam transportados para suas respectivas escolas a um custo total
mı́nimo, onde cada parada é visitada apenas uma vez por qualquer ônibus.

Considere ybi ∈ {0, 1} uma variável inteira igual a 1, se a parada i ∈ V − {0}) é
atribuı́da ao ônibus b ∈ B; 0, caso contrário. Considere zb ∈ {0, 1} uma variável inteira
iqual a 1, se o ônibus b ∈ B está atribuı́do à uma rota; 0, caso contrário. Considere
xbij ∈ {0, 1} uma variável inteira igual a 1, se a aresta (i, j) ∈ A é usada na rota do ônibus
b ∈ B; 0, caso contrário. A notação usada neste trabalho é sintetizada na Tabela 1 e o
modelo matemático de Programação Inteira para esse problema é formulado a seguir:

Minimize
∑
b=B

sbzb + ∑
(i,j)∈A

cbijx
b
ij

 (1)

s.a. ∑
b∈B

ybi = 1 ∀i ∈ P (2)∑
i∈P

qiy
b
i ≤ Qbz

b ∀b ∈ B (3)

ybi ≤ yki ∀i ∈ P, k ∈ Ki, b ∈ B (4)∑
(i,j)∈A

xbij +
∑

(j,i)∈A

xbji = 2ybi ∀j ∈ V − {0}, b ∈ B (5)

∑
(0,j)∈A

xb0j = zb ∀b ∈ B (6)

∑
(i,j)∈A:i∈P,j∈E

xbij = zb ∀b ∈ B (7)

A função objetivo (1) minimiza o custo total. A restrição em (2) garante que
cada parada é atribuı́da a um ônibus. Em (3) busca-se garantir que a capacidade de cada
ônibus não será excedida. A restrição descrita em (4) assegura que se uma parada é
atribuı́da a um ônibus, as escolas associadas aos estudandes que aguardam nessa parada
são também visitadas pelo mesmo ônibus. As restrições em (5) e (6) descrevem restrições
de grau para as paradas visitadas por um ônibus, e para a garagem onde um ônibus está
vinculado, respectivamente. A restrição em (7) impõe que apenas uma aresta conectando



uma parada à uma escola deverá ser usada sempre quando um ônibus é atribuı́do a uma
rota, o que garante que o ônibus irá pegar todos os alunos atribuı́dos à ele antes de se
dirigir às escolas. ∑

(i,j)∈A:i,j∈S

xbij ≤
∑

i∈S\{k}

ybi ∀b ∈ B, k ∈ S, S ⊆ V − {0} (8)

∑
(i,j)∈A

`ijx
b
ij ≤ ρb ∀j ∈ V − {0}, b ∈ B (9)

∑
(i,j)∈A

tbijx
b
ij + αb ≤ ωb ∀j ∈ V − {0}, b ∈ B (10)

xbij ∈ 0, 1 ∀(i, j) ∈ A, b ∈ B (11)

ybi ∈ 0, 1 ∀i ∈ V − {0}, b ∈ B (12)

zb ∈ 0, 1 ∀b ∈ B (13)

A Eq. 8 garante que as paradas atribuı́das a um ônibus são conectadas. A restrição
endereçada pela Eq. 9 impede que os ônibus transportem alunos por uma distância supe-
rior a ρb. A Eq. 10 certifica que o tempo total do trajeto não supere o horário de entrada
mais tardio. Finalmente, as Eqs. 11, 12 e 13 são restrições de domı́nio.

3. Conclusão
No cenário brasileiro, para este problema, existe a necessidade de adotar soluções que per-
mitam transportar alunos de escolas diferentes ao mesmo tempo, bem como utilizar frota
heterogênea que possibilite atender regiões densas e esparsas, observando a indispens-
abilidade de oferecer educação de qualidade a todas as regiões. Em relação ao métodos
de resolução, tem sido desenvolvidas heurı́sticas e meta-heurı́sticas, que englobam algo-
ritmos exatos e probabilı́sticos. Dentre as meta-heurı́sticas mais utilizadas destaca-se a
Busca Tabu, os Algoritmos Evolucionários e as Redes Neurais. O modelo apresentado
neste trabalho visa ser resolvido empregando algoritmos exatos para Programação Inteira
como Branch and Bound e Branch and Cut. Espera-se obter resultados com garantia de
otimalidade e com tempo computacional competitivo considerando esse problema em um
municı́pio de grande densidade populacional nas zonas rurais.
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