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Abstract. The crossing number cr(G) of a graph G is the least number of cros-
sings over all possible drawings of G. This paper describes a minor improve-
ment over a naive algorithm for deciding if cr(G) < 1.

Resumo. O niimero de cruzamentos de um grafo G é o menor niimero de cru-
zamentos dentre todos os desenhos de G. Este artigo descreve uma pequena
melhora para um algoritmo ingénuo para decidir se cr(G) < 1.

1. Introducao
Um desenho D de um grafo G = (V(G), E(G)) é a unido das imagens de:

e uma fungdo injetiva ¢ : V(G) — R?, e

e uma funcdo ¢, para cada aresta e = wwv, tal que ¢. € um mapeamento continuo
entre o intervalo real [0, 1] e um subconjunto do R?, ¢.(0) = ¢(u) € ¢.(1) = ¢(v),
ou vice-versa, e ¢(V) N ¢ ([0, 1]\{0,1}) = 0.

No texto, ndo faremos distingao entre as arestas e vértices do grafo e o conjunto
de pontos representando elas em D. Seja H um subgrafo de GG, usamos a notagdo D[H |
para representar o desenho de A em D.

Seja D um desenho de um grafo GG, um cruzamento € uma intersecdo entre o
interior de duas arestas. O niimero de cruzamentos cr(D) de D é o nimero de interse¢des
entre arestas em D. O niimero de cruzamentos cr(G) de um grafo G é o menor cr(D)
dentre todos os desenhos D de G.

O numero de cruzamentos de um grafo tem aplicacdes prdticas nas areas de
VLSI (Very Large Scale Integration) e de desenhos de grafos (graph drawing). Leigh-
ton [Leighton 1983]] mostrou que a drea necessaria para representar um circuito elétrico
esta intrinsecamente relacionada ao nimero de cruzamentos do grafo que representa o cir-
cuito. Purchase [Purchase 1997] fez uma pesquisa mostrando que o desenhos de grafos
que minimizam o nimero de cruzamentos sao os mais faceis de entender visualmente.

Como apontado por Székely [Székely 1997], resultados sobre o ntimero de cruza-
mentos de grafos podem ser utilizados para provar, de forma simples, alguns problemas
dificeis de geometria discreta.

Dado um grafo G e um inteiro k, determinar se ¢r(G) < k é um problema NP-
Completo [Garey and Johnson 1983]]. Sabe-se que o problema & fixed-parameter tracta-
ble para k fixo [Grohe 2001]. Informalmente, isto significa que para cada k fixo existe
um algoritmo polinomial que decide se cr(G) < k.
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Conhece-se na literatura um algoritmo ingénuo que dados G e k, decide se
cr(G) < k. Este artigo apresenta um algoritmo que, apesar de ndo ser asintoticamente
melhor, pode melhorar a complexidade em até |E(G)| para grafos mais densos. Este ar-
tigo apresenta uma melhoria para algoritmo simples que determina se um grafo tem um
ou menos cruzamentos. Na Secdo 2 descreveremos o algoritmo ingénuo. Na Secdo 3
descrevemos nosso algoritmo.

2. Algoritmo Ingénuo para Decidir se cr(G) < k
Nesta se¢do descreveremos um algoritmo simples para decidir se cr(G) < k.

Usamos indugdo em k. Se k = 0 podemos usar um algoritmo de planaridade com
complexidade linear no tamanho dos vértices [Hopcroft and Tarjan 1974].

Por indugdo em k, sabemos se c¢r(G) < k. Se for, entdo o problema esta resolvido.
Suponha o contréario. Precisamos verificar se cr(G) = k. Seja e, f um par de arestas
distintas de . Denotamos por G ¢ o grafo obtido subdividindo e e f e identificando as
subdivisdes. Denominamos este novo vértice de v. Note que se D é um desenho de G ¢
com k — 1 cruzamentos D também € um desenho de GG com n + 1 cruzamentos, entio,
por hipétese, G r ndo pode ser desenhado com menos que £ — 1 cruzamentos.

Seja e, f um par de arestas distintas de G. Por indugdo verificamos se cr (G, r) =
k—1. Suponha que sim e seja D um desenho de GG, ; com k£ —1 cruzamentos. Logo, existe
um desenho de G com k cruzamentos, e portanto cr(G) = k. Se n < k— 1, similarmente,
temos que c¢r(G) < k — 1, contrariando nossa hipétese. Caso cr(Ge r) > k — 1 temos que
(G nao possui nenhum desenho com no maximo k cruzamentos tal que e e f se cruzam.

Logo se ndo existe nenhum par de arestas distintas e, f de G tal que cr(G, 5) <
k — 1, concluimos que nio existe nenhum desenho D’ de G com cr(D) < k.

Note que a cada passo indutivo no algoritmo, adicionamos duas arestas e um
vértice a mais no grafo. Portanto, sdo gerados no maximo (|E(G)| + 2k)? + 1 sub-
problemas e no caso base executamos um algoritmo de complexidade O(|V (G)| + k).
Logo, analisando a arvore da recursdo, concluimos que o algoritmo tem complexidade

O((IE(G)] + 2E)*(IV(G)| + k).

3. Reconhecendo Grafos com até um cruzamento

Quando £ = 1 o algoritmo ingénuo descrito na sec¢do anterior tem complexidade
O(|E(G)|!|V(G)]|). Nesta secdo, descrevemos como podemos melhorar esse algoritmo
neste caso.

Um par de arestas e, f € F(G) é um par cruzante se existe um desenho de G com
um cruzamento no qual Dle| e D[f] se cruzam. Um subgrafo H de G é um [-subgrafo de
G se cr(H) = 1. Seja H um subgrafo de um grafo G. Denotamos por D[H| o desenho
de H contido em D.

Lema 1. Seja G um grafo ndo-planar. Se e, f é um par cruzante de um grafo G entdo
e, [ também é um par cruzante de todo 1-subgrafo H de G.

Demonstragdo. Seja H um 1-subgrafo de H e seja D um desenho com um cruzamento
de G no qual e e f se cruzam. Ja que D[H] tem que ter um cruzamento, 0 mesmo



deve conter e e f pois sdo as tnicas arestas que se cruzam em D. Logo, D[H] tem um
cruzamento. O

O lema anterior mostra que nao € necessdrio verificar se cr(Ge ) = 1 para todo
par de arestas de (. Basta apenas verificar para todo par de arestas cruzante de um 1-
subgrafo H de G.

Assim, podemos modificar o algoritmo da seguinte maneira. Verificamos de G é
planar. Se sim entdo o problema esta resolvido. Sendo, existe um subgrafo H de GG que é
uma subdivisdo de um /3 3 ou 5. O subgrafo H pode ser obtido através do algoritmo de
planaridade em tempo linear no nimero de vértices [Hopcroft and Tarjan 1974|). Verifi-
camos se cr(G., ;) = 0 para cada par de arestas e, f distintas de H. Caso sim para algum
par, entdo cr(G) < 1. Caso contrério, cr(G) > 1.

O algoritmo tem complexidade O(|E(H)|*|V(G)|). No pior caso, no qual G =
H, a complexidade € a mesma do algoritmo descrito na se¢do anterior. Dado que o nimero
de arestas de H é linear com relagdo ao nimero de vértices de GG, em grafos densos, temos
uma melhora de até | E(G)| no tempo de execucdo do algoritmo com relagio ao ingénuo.

Podemos usar este algoritmo como caso base no algoritmo da secao anterior, me-
lhorando o tempo de execu¢do do mesmo. No caso em que € conhecido um 1-subgrafo
H de G especifico, podemos utilizar a informagao sobre os pares cruzantes de H para
melhorar o tempo de execugao.
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