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Abstract. The goal of this paper is to present a simple introduction to the theory
of flag algebras developed by Razborov, as well as illustrate this theory’s power
for obtaining results in extremal combinatorics. In this paper, we investigate a
density problem in tournaments.

Resumo. O objetivo deste trabalho é apresentar uma introdugdo acessivel a
teoria das dlgebras de flags desenvolvida por Razborov, bem como ilustrar a
aplicabilidade desta teoria para obter resultados em combinatoria extremal.
Neste trabalho, lidamos com um problema de densidade em torneios.

Introducao

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducio a teoria de algebras de flag, desen-
volvida por Razborov [Razborov 2007], que tem sido utilizada em diversos problemas
de combinatdria extremal. Para ilustrar a aplicabilidade dessa teoria, apresentamos um
resultado para torneios [Coregliano et al. 2015, Parente 2016] obtido utilizando técnicas
da teoria de dlgebra de flags.

Um torneio é um digrafo T = (V, A) tal que, para cada par ndo-ordenado de
vértices {u, v}, temos que exatamente um dentre (u,v) e (v, u) pertence a A (veja a Fi-
gura 1). O problema que estudamos € o seguinte. Seja 7' um torneio com t vértices.
Queremos calcular o seguinte valor: maxy, 7., p(T,T,), onde 7, é o conjunto de todos
os torneios com n vértices e p(T, T},) é o nimero de cdpias de 7' em T, dividido por (’Z)
Note que p(7,T,) é a probabilidade de, ao sortearmos um conjunto S de t vértices de
T, obtermos um digrafo 7,,[S] isomorfo a 7. Dizemos que p(T',T},) é a densidade de
T em 7,,. Ou seja, queremos saber qual € a densidade maxima de 7" considerando todos
os torneios em n vértices. Em combinatdria extremal, é comum lidarmos com versoes
assintéticas dos problemas investigados. No nosso caso, isso significa que queremos cal-
cular o valor lim,,_,o, maxy, 7, p(T,T,). Neste trabalho, utilizamos dlgebras de flag para
mostrar que

lim max p(R,T,) = 1/16, (1)

n—oo Tn€Tn
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Figura 1. Torneio R: um torneio em 5 veértices.

onde R € o torneio na Figura 1. A prova completa do resultado estd disponivel
em [Coregliano et al. 2015, Parente 2016].

Destacamos que uma caracteristica de grande interesse no uso das algebras de
flags € a facil utilizacao de resolvedores de programas semidefinidos para a obtengdo de
cotas superiores para os valores que queremos calcular.

Algebra de flags

Nesta secdo, apresentamos brevemente alguns conceitos de dlgebra de flags. Para faci-
litar a leitura, definiremos flags no contexto de torneios. No entanto, um dos aspectos
mais atrativos dessa teoria € que esta pode ser usada para modelar diversas estruturas
combinatdrias como, por exemplo, grafos, hipergrafos, permutagdes, grafos livres de uma
familia de grafos proibidos, entre outras. Mais precisamente, a teoria de algebra de flags
foi criada para lidar com qualquer teoria universal de primeira ordem.

A idéia principal € criar uma algebra que capture as densidades p(7',7,,). Tra-
balhamos com torneios rotulados e parcialmente rotulados: um tipo € um torneio cujo
conjunto de vértices é {1, ...,t} para algum ¢ € N; dado um tipo o com ¢ vértices, uma
o-flag é um par F' = (T,0) onde T é um torneio, 6 : {1,...,t} — V(T) é uma imersdo
de o0 em 7', ou seja, a fun¢do # é um isomorfismo entre o e o torneio induzido por im(#)
em 7. Veja a Figura 2. Dado um tipo o, denotamos por F; o conjunto das o-flags com ¢
vértices e fazemos F7 = UF/. Para o-flags T', T’ de tamanhos ¢ < t/, definimos p(7’, ")
como a razdo entre o nimero de conjuntos W de tamanho ¢ — s (onde s = |V (0)|) tais
que T'[W U S| é isomorfo a T (onde S € o conjunto de vértices rotulados de T') e ( tis).

g1
Figura 2. Tipos 01,0, € 03, uma o;-flag e uma o3-flag

Em seguida, construimos o conjunto RF“ de todas as combinacdes lineares for-
mais dos elementos de F7. Por exemplo, se 7" e T" sdo o-flags, entao T+T1", T —T", 4T —
(2/3)T" sao elementos de RF“ (ou seja, qualquer combina¢ao com quaisquer coeficien-
tes € vélida). No entanto, esse espaco de combina¢des nao captura as densidades como
queriamos e nao mostra nenhuma relagdo entre as combinagdes. Para capturar as densida-
des, gostarfamos que 7" fosse considerado igual a combinagdo linear ) . Fo p(T;T,)T,,

pois p(T,1,) = > jero P(T T)p(T,T,). Isso pode ser feito da seguinte maneira. Con-
sidere o subsepago linear K7 gerado pelos elementos 1" — > ;. _ -, p(1'; T,,)T;, (para todo
n € Ncomn > V(T)). Queremos considerar todos os elementos de K7 como zero.



Isso € feito definindo A° = RF?/K? como a dlgebra' obtida pelo quociente de RF?
por K?. Por exemplo, seja 7' uma o-flag com ¢ vértices e 7" uma o-flag com ¢’ vértices.
Como poderiamos avaliar a expressio 7' — 7"? Seja n > max{t¢,t'} e suponha que
ZTnefg p(T:T,) = (1/2)T,+ (1/2)T, e ZTnefg p(T";T,) = (1/3)T,+ (2/3)T}. Entdo
na dlgebra vale que 7' — 7" = (1/6)T,, — (1/6)T}.

Agora volte a considerar o problema de mostrar que lim,, ., maxy, 7, p(R,T,)
¢ 1/16, onde R é o torneio na Figura 1. Uma propriedade interessante é que
existe uma sequéncia (7,),ey de torneios com tamanho crescente tal que ndao apenas
lim,en p(T,T,) = 1/16, mas lim,cy p(7”,T,,) também existe para todo torneio 7”. As-
sim, é natural dizer que uma sequéncia (7},),en de o-flags é convergente se é crescente e
para toda o-flag fixa F' € F7, a sequéncia de nimeros reais (p(F’; F},))nen € convergente.
Ou seja, 0 nosso problema é equivalente a calcular lim,, ., p(7,T,,) onde (7},)nen € uma
sequéncia convergente.

Uma parte essencial da teoria de dlgebra de flags € lidar com essas sequéncias con-
vergentes. O que seria um objeto-limite apropriado? Se (7},),en € uma sequéncia conver-
gente de o-flags, precisamos de um objeto ¢ para o qual e ¢(7") = lim,,_,o. p(T; T},). Seja
Hom™ (A%, R) homomorfismos de algebras® ¢ de A° para R tal que ¢(7") > 0 para toda o-
flag T'. Dizemos que uma sequéncia de o-flags (7, ),cn converge para ¢ € Hom™ (A R)
se ¢(T) = lim,, oo p(T; T),) para toda o-flag T

Como saber que esses homomorfismos sdo o objeto-limite “certo” para as sequen-
cias convergentes? Um belo resultado de Razborov [Razborov 2007, Theorem 3.3] e de
Lovasz e Szegedy [Lovész and Szegedy 2006] nos diz que toda sequéncia convergente
de o-flags converge para um homomorfismo em Hom™ (A%, R). Por outro lado, para todo
homomorfismo ¢ € Hom™ (A7, R), existe uma sequéncia de o-flags que converge para ¢.
Assim, temos que

lim max p(R,T,) = max ¢(7), onde 0 € um torneio sem vértices. (2)
n—00 Tn€Tn ¢€Hom™ (A9,R)

O método semidefinido para algebra de flags

Note que prover limitantes inferiores para problemas de densidade mdxima é uma ta-
refa relativamente facil. De fato, toda sequéncia crescente de torneios (7},),en nos da
um limitante inferior limsup,,_,. p(7;T,,). De fato, seja Rs,.1 0 que chamaremos de
torneio carrossel. Esse torneio tem conjunto de vértices V (Ra,41) = {0,1,...,2n} e
conjunto de arcos A(Ra,+1) = {(v,(v + i) mod (2n+ 1)) : v € V(Raui1) €@ € [n]},
onde [n] = {1,2,...,n}. Através de uma prova combinatdria simples, pode-se mostrar
que lim, ., p(R, R,) = 1/16. Mas como mostrar que ndo € possivel atingir um valor
maior? De fato, essa € a parte dificil da prova.

Na secdo anterior, vimos que o problema de calcular a densidade méxima de R
pode ser visto como um problema de maximiza¢do em Hom™ (A% R). A primeira vista,
pode parecer que trocamos um problema relativamente simples de descrever e de forte

Para que A° seja de fato uma 4lgebra, é preciso que definir também um produto. Para detalhes, veja o
artigo [Coregliano et al. 2015, Parente 2016].
2Uma fungio ¢ : A° — R é um homomorfismo de 4lgebra se para todo o € Re f,g € A°, vale que

Pla- f)=a-o(f), o(f - 9) = o(f) - ¢(g) e ¢(f + 9) = ¢(f) + ¢(9).



intui¢do combinatdria por um problema muito mais dificil por lidar com objetos muito
mais complexos (0s homomorfismos). De fato, a intuicdo combinatdria perde-se nos ho-
momorfismos. No entanto, Razborov desenvolveu um método para formular problemas
semidefinidos para obter limitantes superiores para (2). Dessa forma, podemos usar o
auxilio do computador por meio de resolvedores para programas semidefinidos para obter
esses limitantes. Esse método tem sido usado com muito sucesso para avangar o entendi-
mento de diversos problemas de combinatoria extremal.

A seguir, descrevemos como construir o programa semidefinido para o nosso pro-
blema. Primeiro, escolhemos um nimero m € Netipos o1, ...,0;. Paracadal <i < m,
seja k; o nimero de vértices de o;. Em seguida, escolhemos niimeros ¢, ¢4, . . . , /,, tais que
20; — k; < ¢paratodo 1 <i < m.

. . . L, . - . . FliFoi
No programa semidefinido abaixo, as varidveis sio matrizes Q(i) € R” 4 74
para 1 < ¢ < m. Uma matriz simétrica real € dita positiva semidefinida se todos os
seus autovalores sdo ndo-negativos. Para duas matrizes A, B € R"*", o produto interno
P . n n . . L . .
(A, B) € definido como ;" > °_, A; ;B; ;. O programa semidefinido € o seguinte:

min y
st. p(R.T)+) (QM),Ci.T) <y VIeTs
i=1

Qi) € R7e %74 ¢ positiva semidefinida Vie{l,...,m},

o

onde C(i,T) € R7% 7 é uma matriz de coeficientes tal que, para T}, T, € F| o

C(iaT)T1,T2 = Z p<T17T27T>p(0-z>T|O>p(T|07T)7

TeF]!

onde Ty é o torneio obtido a partir de T apés a remogdo dos rétulos e p(Ty, To; T)
é a densidade conjunta de Ty e T, em T, que é definida por p(Ty,T2;T) =

W/ <(éi_ki)!2(£!_2£i_2ki)!>’ onde W € o conjunto de pares (W7, W) de subconjuntos dis-

juntos de V(T') de tamanho ¢; — k; tais que T'[W, US| = Ty e T[Wo US| = Ty e S
€ o conjunto de vértices rotulados de 7'. Claramente, computar esses coeficientes é uma
parte trabalhosa para a aplicagdo do método. Para o nosso problema, escolhemos m = 3,
{=05,0, =3,0y =135 =4. Ostipos 01, 05 € 03 estdo na Figura 2. Com isso, obtemos um
programa semidefinido e utilizamos os programas CDSP e SDPA para obter o valor 1/16.
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