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Abstract. We consider the problem of fairly allocating a collection of indivisible
goods to agents. It is desired to find an allocation such that all agents are
equally satisfied. This problem has an application of a company that wants to
allocate its production of vehicles to its dealers. We give an exact method for
the problem and some preliminary results of the execution with some instances
of the application.

Resumo. Em um problema de alocação justa, é dada uma coleção de itens que
deve ser alocada aos competidores e deseja-se encontrar uma alocação em que
todos os competidores fiquem igualmente satisfeitos. Este problema possui uma
aplicação na qual uma distribuidora deseja distribuir sua produção de veı́culos
entre concessionárias. Apresentamos um método exato para o problema e al-
guns resultados preliminares da execução com algumas instâncias da aplicação.

1. Introdução
Consideraremos um problema de alocação justa no qual é dada uma coleção de itens I que
deve ser dividida entre um conjunto de competidoresK. Cada competidor deseja maximi-
zar sua satisfação considerando os itens alocados a ele. Desta forma, desejamos encontrar
uma alocação de itens aos competidores que seja justa segundo a métrica que será apre-
sentada adiante. Cada competidor expressa sua preferência por meio de uma função que
avalia numericamente sua satisfação ao receber uma coleção de itens. O objetivo é encon-
trar uma alocação de itens para os competidores que maximize suas satisfações e satisfaça
as propriedades de uma métrica de justiça considerada.

Para classificar os itens da coleção I , existe um conjunto de categoriasH nas quais
todo item da coleção I pertence a alguma categoria de H . Cada competidor está interes-
sado na quantidade de itens de cada categoria alocados a ele. Para cada categoria h de H ,
há uma quantidade ah que corresponde ao número de itens da categoria h disponı́veis
para alocação. Cada competidor deve receber uma quantidade fixa de itens, denominada



demanda, dada por um vetor m de |K| posições onde mk é a quantidade exata de itens
que deve ser alocada para o competidor k. Desta maneira, uma alocação deve gerar,
para cada competidor k, um vetor indexado pelas categorias de H , no qual cada posição
representa a quantidade de itens da categoria alocadas a ele. Portanto, uma alocação é
definida como uma função α : K → NH , tal que

∑
k∈K α(k)h ≤ ah, para todo h em

H e
∑

h∈H α(k)h = mk, para todo competidor k em K. Em seguida, apresentamos a
expressão das preferências de um competidor sobre a coleção de itens. A preferência é
expressa por uma matriz P|K|×|H|, na qual Pk,h corresponde à quantidade de itens da cate-
goria h que o competidor k deseja receber. A satisfação máxima por categoria h do com-
petidor k é atingida quando a quantidade alocada de h para k é exatamente igual a Pk,h.
A função de satisfação é construı́da considerando as preferências dos competidores, de
forma a favorecer o atendimento dos valores Pk,h de cada competidor k e categoria h.
Além disso, deve favorecer o atendimento de categorias com quantidades desejadas mai-
ores e atender proporcionalmente quantidades desejadas iguais. Desta forma, definimos a
função de satisfação como φ : K × NH → R, onde φ(k, α) = −

∑
h∈H

|Pk,h−α(k)h|2
mk

para
um competidor k e uma alocação α.

Esse problema possui uma aplicação na qual uma distribuidora deseja distribuir
sua produção de veı́culos entre concessionárias. Os veı́culos são divididos em modelos
e cores e as demandas das concessionárias são determinadas pela distribuidora. As pre-
ferências das concessionárias são expressas por pedidos de quantidades de cada modelo
e cor. A satisfação de cada concessionária é dada pelo atendimento de seus pedidos.
Por regras de negócio internas, toda concessionária pode questionar o resultado de uma
alocação. Por isso, o problema foi desenvolvido para oferecer um certificado de justiça
que possa ser utilizado pela distribuidora para justificar uma alocação para suas conces-
sionárias.

Os resultados conhecidos para problemas de alocação justa com itens indivisı́veis
são recentes e, em geral, variam de acordo com as restrições impostas sobre a função de
satisfação e com a métrica de justiça escolhida. Para funções de satisfação monótonas
e polinomiais, [Golovin 2005] demonstrou que o problema é NP-difı́cil. Para o caso da
função de satisfação genérica, não necessariamente monótona, [Golovin 2005] demons-
trou que computar uma aproximação também é NP-difı́cil. Para a variante considerada,
não se sabe se o problema permanece NP-difı́cil.

O trabalho está organizado da seguinte forma. Na seção 2 definimos a métrica de
justiça, enquanto na seção 3 modelamos um problema auxiliar usado pelo método. Já na
seção 4, apresentamos o método exato. Por fim, na seção 5 apresentamos a conclusão.

2. Métricas de justiça para uma alocação

Uma alocação α é dita justa se aumentar a satisfação de um competidor k necessariamente
implica em diminuir a satisfação de um competidor l para um valor menor ou igual ao de k
antes de sua satisfação ser aumentada. Mais precisamente, para toda alocação β 6= α, vale
que se φ(k, β) > φ(k, α) para algum k em K, então existe um competidor l em K \ {k}
tal que φ(l, β) < φ(l, α) e φ(l, β) ≤ φ(k, α). O conceito-chave para a montagem desta
métrica é a justiça max-min como definido por [Le Boudec 2008], que surgiu na área de
redes de telecomunicações. O PROBLEMA DE ALOCAÇÃO JUSTA consiste em, dada uma
instância (K,H, I, P,m), encontrar uma alocação justa dos itens de I para os competido-



res deK, satisfazendo as demandas dadas. Definimos um outro problema importante para
o método exato, uma variante do problema estudado por [Bansal e Sviridenko 2006], de-
nominado PROBLEMA DE CONJUNTO MÍNIMO DE PIOR CASO (PCMPC). Este problema
consiste em, dada uma instância (K,H, I, P,m), encontrar uma alocação que maximize
o valor de satisfação do competidor mais insatisfeito. Além disso, o conjunto dado pelos
competidores mais insatisfeitos deve ser mı́nimo.

3. Modelo de programação quadrática para o PCMPC
Sejam xk,h variáveis inteiras para representar a quantidade de unidades da categoria h
alocadas ao competidor k, z uma variável contı́nua que representa a menor satisfação entre
os competidores deK e bk uma variável binária que, para cada competidor k emK, é igual
a 1 se sua satisfação é maior do que o valor z e 0, caso contrário. Seja ε > 0 tal que bk = 1

se−
∑

h∈H
(pk,h−xk,h)2

mk
−z > ε. Seja ε∗ = 1

(|K|+1)·maxk(mk)
de forma que a função objetivo

assegura o comportamento desejado de primeiro maximizar a satisfação z do competidor
de K mais insatisfeito e depois encontrar um conjunto mı́nimo de competidores com
satisfação z.

maximize z + ε∗
∑
k∈K

bk (1)

sujeito a
∑
h∈H

xk,h = mk ∀k ∈ K (2)∑
k∈K

xk,h ≤ ah ∀h ∈ H (3)(PQPCMPC)

−
∑
h∈H

(Pk,h − xk,h)2

mk

≥ z ∀k ∈ K (4)

−
∑
h∈H

(Pk,h − xk,h)2

mk

− (ε · bk) ≥ z ∀k ∈ K (5)

xk,h ∈ N, bk ∈ {0, 1}, z ∈ R

O método exato que será apresentado resolve um problema parecido com o
PCMPC, no qual considera dois conjuntos de competidores R e R̄, onde R ∪ R̄ = K
e R ∩ R̄ = ∅. O problema do método apresenta uma restrição na qual todo competidor
de R deve ter sua satisfação fixada em um valor por uma alocação. Esses valores são
dados por um vetor s de |R| posições onde sk é a satisfação exata que deve ser obtida por
uma alocação para o competidor k. As alterações de (PQPCMPC) para obter o modelo
do método (PQPCMPCR) consistem em substituir o conjunto K por R̄ em (4) e (5), além
de adicionar a seguinte restrição.

−
∑
h∈H

(Pk,h − xk,h)2

mk

= sk ∀k ∈ R (6)

4. Método exato para o problema de alocação justa
Nesta seção, apresentaremos um método exato para resolver o problema de alocação justa.
A ideia do algoritmo é construir iterativamente um conjuntoR de competidores e, em cada
iteração, resolver uma instância do (PQPCMPCR) para R̄. Inicialmente, R = ∅ e R̄ = K.
Em cada iteração, todo competidor que estiver no conjunto mı́nimo de uma solução do



(PQPCMPCR) será adicionado ao conjunto R e removido de R̄. Além disso, a satisfação
dos competidores no conjunto mı́nimo será fixada no valor encontrado por uma solução do
(PQPCMPCR) para as iterações seguintes. Desta maneira, a última alocação encontrada
no laço do método deve verificar as propriedades da justiça definida anteriormente.

Algoritmo 1: Método exato para o problema de alocação justa.
Entrada: Instância (K,H, I, P,m) do problema de alocação justa.
Saı́da: Vetor x representando a alocação encontrada.

1 inı́cio
2 (R, R̄)← (∅, K)
3 faça
4 (z, x, b)← solução do (PQPCMPCR) para (R̄, R,H, I, P,m, s)
5 D ← {k ∈ R̄|bk = 0}
6 para k ∈ D faça
7 sk ← z

8 (R, R̄)← (R ∪D, R̄ \D)

9 enquanto R̄ 6= ∅
10 devolve x

Considere uma alocação gerada pelo método. A ideia da prova de corretude é su-
por que existe uma outra alocação na qual é possı́vel aumentar a satisfação de um compe-
tidor sem violar a propriedade da justiça definida anteriormente. Ao considerar a iteração
em que o competidor em questão foi adicionado a R pelo método, deve se verificar um
absurdo com relação a otimalidade de uma solução do (PQPCMPCR) da iteração.

4.1. Resultados preliminares
O método descrito acima foi implementado em python e o resolvedor GUROBI foi uti-
lizado na implementação. As instâncias da aplicação apresentam, em média, 130 com-
petidores e 35 categorias. Foram executadas 11 instâncias da aplicação. O tamanho da
coleção de itens varia entre 3000 e 4500 unidades. O valor

∑
h∈H Pk,h é próximo de mk

do competidor k em todas as instâncias. O tempo de execução médio foi de 4 horas.

5. Conclusão e trabalhos futuros
Definimos um problema de alocação justa a partir de uma aplicação e propusemos um
método exato para resolver o problema. O método foi implementado e resolveu instâncias
da aplicação em tempo computacional aceitável. Como trabalho futuro, queremos apre-
sentar experimentos mais detalhados, formalizar a demonstração da corretude do método
e provar que o problema é NP-difı́cil.
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