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Abstract. We introduce new valid inequalities for the shortest positive path pro-
blem in signed digraphs. These inequalities strengthen the linear relaxation of
the best-known mathematical model for the problem and significantly reduce
execution times for solving randomly generated instances to optimality. On ave-
rage, our solution approach runs 98.1% faster than the best existing model in
the literature.

Resumo. Apresentamos novas desigualdades vdlidas para o problema do ca-
minho positivo mais curto em digrafos de sinais. Essas desigualdades ndo
somente fortalecem a relaxacdo linear do modelo matemdtico mais conhe-
cido para o problema, mas também reduzem significativamente os tempos de
execugdo na resolucdo otima de instdncias geradas aleatoriamente. Em média,
nossa abordagem proporciona uma redugdo de 98, 1% no tempo de execucdo em
comparagdo com o modelo existente na literatura.

1. Introducao

O problema do caminho positivo, apresentado por [Kouvatis et al. 2020], foi mo-
tivado pelo problema de formacdo de equipes em redes sociais introduzido por
[Lappas et al. 2009]. O objetivo é formar equipes de trabalho com habilidades necessarias
para cada tarefa designada. Segundo [Kouvatis et al. 2020], para a equipe poder se co-
municar efetivamente, todos os vinculos entre individuos devem ser positivos. Essa
afirmacdo tem como base a Teoria do Balanco Estrutural [Heider 1946], generalizada
por [Harary 1953], a qual sugere que “um amigo do meu amigo € meu amigo”, “um
inimigo do meu amigo € meu inimigo” e “um inimigo do meu inimigo € meu amigo”.
Em grafos de sinais, tais relagdes de amizade sdo representadas por (+) e de hostilidade
representadas por (-). Ainda em [Kouvatis et al. 2020], o autor apresenta formas de esta-
belecer compatibilidade entre um par de individuos. Neste trabalho, consideramos dois
individuos (vértices) compativeis se € somente se existir a0 menos um caminho positivo

entre eles, ou seja, um caminho com um numero par de arestas negativas.

Quanto a trabalhos existentes, [Albuquerque 2023] apresenta duas formulacdes
para o caminho positivo minimo entre dois vértices: um modelo novo SP ;7 € outro
existente SPgig, [Costa et al. 2023], porém esse ultimo ndo garante viabilidade caso o
grafo apresente circuitos absorventes. Neste trabalho, propomos desigualdades validas
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para fortalecer a formulacdo SP ;17 que se mostraram muito efetivas para reduzir tempos
computacionais na resolu¢do de instancias do problema.

2. Problema do caminho minimo positivo

Segundo [Hansen 1984], verificar a existéncia de um (s,t)-caminho positivo € um
problema NP-completo. O melhor trabalho existente para esse problema é o de
[Albuquerque 2023], que combina restri¢des cldssicas de fluxo e as restricdes de quebra
de ciclo de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) [Miller et al. 1960].

Para introduzir o modelo de [Albuquerque 2023], necessitamos de algumas
defini¢oes. Seja G = (V; A = AT U A™) um grafo de sinais, no qual V' representa o
conjunto de vértices e AT e A~ correspondem aos conjuntos disjuntos de arcos positivos
e negativos, respectivamente. Usaremos a notagdo N*(p) e N~ (p) para representar os
vizinhos entrando e saindo em um vértice p € V, respectivamente. A fun¢do de pesos
w: AT U A- — R associa um peso a cada arco do grafo. O peso de um caminho P
em G é a soma dos pesos dos arcos presentes em P. Dados dois vértices s e ¢, dizemos
que existe um (s,1)-caminho positivo se for possivel tracar um caminho de s a f com um
numero par de arcos negativos. O caminho positivo minimo € aquele que possui 0 menor
peso entre todos os possiveis (s,t)-caminhos positivos.

Nas expressOes matematicas a seguir, usamos as seguintes variaveis.

V(p,q) € A

I 1, seoarco (p,q) pertence ao (s,t)-caminho
P 0, caso contrario,

T >0 ,Vp e V:posi¢do do vértice p no (s,t)-caminho.

Ast € N: metade do niimero de arestas negativas no (s,t)-caminho.

O modelo de [Albuquerque 2023] é dado por:

(SPurz) min > wpyfog (1)

(pg)€A

—1, seqg=s

s.a. Z foqg — Z fp=141 seq=t, VqgeV, (2)

peV:(p,q)EA peV:(q,p)EA 0’ sendo;

71-19_77-114>|‘/|qu S |V| _17 v(p,Q) GAv (3)

=0, m,>0 VpeV\({s}, %)
> fu—2Xa =0, 5)

(pg)€A~

At €NT, fr € {0,1}, ¥ (p,q) € A. (6)

Nesse modelo, a funcao objetivo (1) minimiza o custo do caminho. As restri¢des
(2) correspondem ao fluxo unitario partindo de s até t. As restricdes MTZ (3) sdo res-
ponsaveis por realizar a quebra de ciclos formados de arcos no mesmo sentido. A restri¢ao
(5) visa garantir que o numero de arestas negativas escolhidas seja par. Por fim, o dominio
das variaveis estao em (4) e (6).



A essa formulacdo podemos adicionar desigualdades validas e fortalecer sua
relaxacgdo linear, tornando-a mais “apertada”.

2.1. Desigualdades triviais para o problema

Inicialmente, note que todo caminho inicia em s e finaliza em ¢. Qualquer arco entrando
em s ou saindo de ¢ ndo pode fazer parte do caminho. Com isso, adicionamos a restri¢ao
que visa fixar toda varidvel f entrando em s ou saindo de ¢ em zero.

fos=0, YveN(s), fw=0, Yoe Nt (7)

Além disso, a soma de todos os arcos entrando ou saindo de um vértice v € V' \ {s,t} é
Nno Maximo um.

Y fu<=1 WweV\{s}, Y fu<=1, VeeV\{t} ®

€N~ (v) 1ENT(v)

Com base no fortalecimento da desigualdade MTZ (3), apresentada por
[Desrochers and Laporte 1991], verificamos que o par de desigualdades abaixo co-
labora com a reducd@o do tempo para resolver as instancias do problema.

71'q_7Tp+|V|fc;nn"i‘(|v|_Q)f;nqg |V| — 1, V(RQ) cA 9)
7Tp—ﬂq"‘|V|qu+(|v|_Q)quvg V-1, VY(p,q) €A (10)

Essa melhora do MTZ adiciona duas restricdes por arco, enquanto o modelo origi-

nal adiciona apenas uma. Vale destacar que as desigualdades acima nao foram exploradas
em [Albuquerque 2023].

Com o objetivo de fortalecer ainda mais os limites das varidveis 7, adicionamos
duas novas restri¢cdes aparentemente nunca exploradas para a obten¢do de caminhos com
uso de desigualdades MTZ. Uma garante que o valor de m; seja exatamente igual ao
nimero de arcos no (s,t)-caminho, enquanto a outra fortalece as restricdes (4), de modo
que, para todo , tal que p € V' \ {s}, m, deve ser pelo menos maior ou igual a m,, o
nimero minimo de arcos de s a p no grafo, ou seja

> fu—m=0, 11)
(p.g)€A
T >m,, WpeV\ {s} (12)

2.2. Modelo fortalecido

Adicionando as restri¢coes da sessdo anterior ao modelo de [Albuquerque 2023], obtemos
o modelo:

(SP,) min Z Wpq [
(p,g)€A (13)
s.a. (2),(5)—(12)



3. Resultados computacionais

Os modelos foram implementados em Python, com a ferramenta VSCode, utilizando a bi-
blioteca Python MIP e o solver o CBC. A maquina utilizada nos testes possui processador
Ryzen 5 3600, 32 Gbytes de RAM, placa de video RX6600 e 1 Tbytes de SSD M.2.

Os testes computacionais foram realizados com quatro combinagdes de modelos,
sendo eles: (SPrrz); (SP pruzo) com as restricdes (2)-(8); (SPruyrz) com as restricdes
(2),(4)-(6) e (9)-(12); e 0 modelo (SP. ). As instancias de teste foram geradas de forma
aleatdria respeitando as seguintes restri¢cdes: cada grafo possui X vértices e Y arcos;
existe um ou mais caminhos, formados somente de arcos positivos, ligando o vértice 1 ao
X; deve existir ao menos um caminho, com sinais aleatorios, conectando os vértices 1 e
X; os arcos restantes sao inseridos aleatoriamente. Por fim, os pesos dos arcos devem ser
diferentes de zero e definidos aleatoriamente no intervalo de -100 e 100. Seguindo essas
restri¢des, geramos 10 grafos cujos resultados dos testes sdo apresentados na Tabela 1.

GRAFO |V|— [A] [ SPurz | SPriwse | SPrurz | SP+
20- 60 221s | 0,63s 0,33s | 0,195
20 - 80 12,655 | 0,13s 1,35s | 0,14s
40- 120 26,655 | 0,09s 3,38s | 0,095
40-120-2 0,74s | 0.27s 0,82s | 0,13s
40-120-3 31,62s | 0,50s 0,68s | 0,27s
45140 51,155 | 0,785 | 49,61s | 1,80s
50- 150 36,27s | 0,40s I,17s | 1,02s
50-150- 2 58,69s | 030s | 47.93s | 0,28s
50-150-3 0,92s | 0,24s 1,57s | 0,11s
100 - 200 0,84s | 0,18s 0,96s | 0,195
MEDIA 22,17s | 035s | 10,78s | 0,42s

Tabela 1. Tempo de execucao de cada algoritmo.

A coluna inicial da Tabela 1 apresenta as instancias utilizadas nos testes. O nome
de cada instancia corresponde a quantidade de vértices, quantidade de arcos e identifica-
dor, caso exista outra com a mesma quantidade de vértices e arcos. As demais colunas
apresentam o tempo médio (com base em trés execucdes) para alcangar o valor 6timo em
cada algoritmo.

Baseando-se nos resultados preliminares obtidos, o modelo fortalecido SP
alcangou o valor 6timo de todas as instancias, sendo 98.1% mais rdpido do que a me-
lhor formula¢do SP 7z presente na literatura para o problema.
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