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Abstract. Given a graph G = (V| E), afunction f: V — {0,1,2} is a total Ro-
man dominating function (TRDF) if every v € V with f(v) = 0 has a neighbor
u € V with f(u) = 2, and every v € V with f(v) > 0 has a neighbor v € V
with f(u) > 0. The weight of f is given by w(f) = Y o\ f(v), and the total
Roman domination number of G is vr(G) = min{w(f) : f is a TRDF of G}.
In this work, we propose an integer linear program and a genetic algorithm to
compute ;r(G), evaluating the effectiveness of the latter on various instances.

Resumo. Dado um grafo G = (V, E), uma funcdo f:V — {0,1,2} é uma
fungdo de dominagdo romana total (FDRT) se todo v € V com f(v) = 0 possui
um vizinho uw € V com f(u) = 2, e todov € V com f(v) > 0 possui um
vizinho w € V com f(u) > 0. O pesode f éw(f) =3, . f(v) e o nimero de
dominagdo romana total de G é v;r(G) = min{w(f) : f é FDRT de G'}. Neste
trabalho, propomos um programa linear inteiro e um algoritmo genético para
calcular v, (G), avaliando a eficdcia deste iltimo em instdncias diversas.

1. Introducao

Em 2016, Ahangar et al. introduziram o conceito de dominagdao romana total em gra-
fos [Abdollahzadeh Ahangar et al. 2016], que € uma variante do conceito cldssico de
dominagdo romana [Cockayne et al. 2004]. Formalmente, dado um grafo G = (V, E),
sem vértices isolados, uma fungdo f: V — {0, 1,2} é uma funcdo de dominagdo romana
total (FDRT) de G se todo v € V com f(v) = 0 tem um vizinho v € V com f(u) = 2,
e todov € V com f(v) > 0 tem um vizinho v € V com f(u) > 0. O peso de uma
FDRT f é dado por w(f) = _ oy f(v). O miimero de dominagdo romana total do grafo
G, denotado por v;z(G), corresponde ao menor peso possivel entre todas as fungdes de
dominag@o romana total em G, ou seja, yz(G) = min{w(f) : f éuma FDRT de G}.
O Problema de Dominagdo Romana Total (PDRT) consiste em determinar 7;5z(G) para
um grafo arbitrario G. Sabe-se que a versdo de decisdo desse problema é NP-completo
mesmo quando restrita a grafos de intervalo [Liu and Chang 2013]. Logo, faz-se ne-
cessario o desenvolvimento de abordagens heuristicas para o problema.

Neste trabalho, propomos o primeiro modelo de programacao linear inteira (PLI)
e o primeiro algoritmo genético para o PDRT, analisando a eficdcia do algoritmo genético
em diferentes instancias do problema. Modelos de PLI e meta-heuristicas ja foram pro-
postos na literatura para problemas correlatos [Cai et al. 2022, Poureidi and Fathali 2023,
Billore and Reddy 2023, Khandelwal et al. 2021].
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Na Secao 2 apresentamos o PLI para o PDRT. Na Secdo 3 apresentamos o algo-
ritmo genético. Por fim, os resultados experimentais e as conclusdes deste trabalho sdao
descritos na Secao 4.

2. Programa Linear Inteiro

Dado um grafo G = (V, E), definimos duas varidveis bindrias z, e v, para cada vértice
v € V tais que: z, = 1se f(v) = 1, ou x, = 0 caso contrdrio; y, = 1 se f(v) = 2,
ou y, = 0 caso contrdrio. A formulacdo do programa linear inteiro para o Problema da
dominacao romana total €, portanto, dada abaixo.

minimize Z Ty, + 2 Z Yo (1a)

veV veV
subject to  x, + y, + Z Yo > 1 Vv eV, (1b)
wEN (v)
ST @uty) Zaty WEV, (lo)
weN (v)
Ty +yy <1 Yo eV, (1d)
Ty, Yy €{0,1} Yo eV. (1e)

A expressio (1a) fornece o valor da fung@o objetivo (7,z(G)). As restrigdes (1b)
garantem que todo vértice v com f(v) = 0 tenha um vizinho u com f(u) = 2. As
restricdes (1c) garantem que todo vértice v com f(v) € {1,2} tenha um vizinho com
peso diferente de 0. As restrigdes (1d) asseguram que cada vértice receba no méximo
um rétulo do conjunto {1,2}. As restri¢des (1e) asseguram que as variaveis x,,, ¥, sejam
bindrias. Este modelo foi usado para computar valores 6timos de FDRT das instancias e
comparar com os resultados aproximados obtidos pelo algoritmo genético.

3. Algoritmo Genético

Algoritmos Genéticos (AGs) sao meta-heuristicas de otimizacao inspiradas na evolucao
bioldgica, introduzidas por John Holland [Holland 1992]. Esses algoritmos realizam uma
busca pelo espaco de solucdes do problema em questdo simulando o processo evolutivo
através de operagdes como selecdo, cruzamento e mutacao, aprimorando um conjunto de
solugdes iniciais (cromossomos) ao longo de sucessivas geracdes. Algoritmos genéticos
sao amplamente discutidos em livros [Holland 1992, Goldberg 1989]. Uma resenha re-
cente sobre AGs pode ser encontrada em [Katoch et al. 2021].

A seguir, apresentamos 0 nosso algoritmo genético para o PDRT. Para isso, des-
crevemos brevemente os componentes principais de um AG que precisaram ser adaptados
para o problema em questdo: representacao da solucdo; geracdo da populagdo inicial de
solugdes; operadores de cruzamento, selecdo e mutacao.

3.1. Representaciao da solucao

Dado um grafo G = (V| E), sem vértices isolados, com V = {wvg,vq,...,v,_1}, uma
solugdo (cromossomo) para G € representada como um vetor de n inteiros A = [0..n — 1]
onde Afi] € {0, 1,2}, e Ali] corresponde ao rétulo f(v;) do vértice v;, para todo 0 < i <
n — 1. Assim, o valor de aptiddo de uma solugio A é o valor 31" A[i].



3.2. Geracao da populacao inicial de solucoes

O nosso AG ndo permite que solugdes invidveis evoluam ao longo do processo. A
populacdo inicial de cromossomos €, portanto, composta por solucdes vidveis, que sao
geradas por cinco heuristicas, brevemente descritas a seguir.

Heuristica 1: Dado um grafo G = (V, E'), sem vértices isolados, crie uma cépia H =
(Vi, Ey) do grafo G = (V, E). Enquanto Vi # (), faga: (i) escolha aleatoriamente um
vértice v; € Vi e atribua o rétulo A[i| = 2; (i7) escolha um vizinho de v;, digamos v, e
faca A[j] = 1 e os demais vizinhos de v; recebem rétulo 0; (i7i) Remova o vértice v; e
seus vizinhos do grafo H; (iv) Ap6s a remocao, alguns vértices podem ter ficado isolados.
Cada vértice isolado v, € Vi recebe rétulo A[¢] = 1. Como o grafo original G ndo possui
vértices isolados, v; tem pelo menos um vizinho v, em G, logo esse vizinho dele também
recebe rétulo A[k] = 1 a fim de satisfazer a propriedade da FDRT. (v) O processo descrito
nas etapas (i) a (iv) se repete até que todos os vértices estejam rotulados.

A Heuristica 2 é similar a Heuristica 1, mas prioriza vértices de maior grau ao
invés de escolha aleatdria. Isso reduz a quantidade de rétulos 2 utilizados, potencialmente
melhorando a solugdo. A Heuristica 3 aperfeicoa a Heuristica 2 ao garantir que o vizinho
v de um vértice v, escolhido para receber A[k] = 1 seja aquele com maior grau. A
Heuristica 4 ¢ uma melhoria da Heuristica 3, tratando vértices isolados de forma mais
refinada. Se houver um conjunto de vértices isolados S, seus vizinhos sdo analisados e
os rétulos sdo redistribuidos a fim de reduzir o peso total da rotulagdo. A Heuristica 5
€ trivial e atribui o rétulo 1 a todos os vértices. A Heuristica 1 gera 60% da populagdo
inicial e cada uma das demais heuristicas gera 10% do restante da populagao.

3.3. Operadores de selecao

No nosso AG, aplicamos a técnica classica de elitismo [Goldberg 1989], onde os ¢ melho-
res cromossomos gerados na iteragao anterior sao copiados para a populacao atual, onde
t € um parametro do AG. Além disso, como operador de selecdo de progenitores, utili-
zamos o método k-tournament selection, descrito em [Goldberg and Deb 1991], onde um
subconjunto de £ individuos € escolhido aleatoriamente da populacdo gerada na iteracdo
anterior, € o que possui o melhor valor de aptidao (o menor valor) é selecionado como
progenitor. O inteiro & também é um parametro do AG.

3.4. Operadores de cruzamento e mutacao

Como operador de cruzamento, usamos o classico cruzamento de um ponto (do inglés,
one-point crossover) [Kora and Yadlapalli 2017]. Como operador de mutacao, usamos o
seguinte método ad hoc: para cada i € {0,...,n — 1} geramos um nidmero aleatério
r € {0,...,1} e se r for menor que uma taxa de mutagdo escolhida, entdo fazemos
Ali] = 0. Os cromossomos obtidos apds o cruzamento de dois progenitores ou apds a
aplicacao da mutagdo podem nao ser solucdes vidveis. L.ogo, esses cromossomos passam
por um processo de correc¢ao, garantindo que satisfacam as restricoes de uma FDRT.

4. Resultados Experimentais e Conclusao

Para avaliar o algoritmo proposto, foram utilizados 327 grafos provenientes de diferentes
colegdes: 62 grafos da colecio DIMACS, 63 da cole¢ao Miscellaneous Networks, am-
bos disponiveis no repositério Network Repository [Rossi and Ahmed 2015], 173 grafos



da cole¢dao Harwell-Boeing [National Institute of Standards and Technology ] e 30 grafos
cubicos gerados aleatoriamente de acordo com o modelo Erdos—Rényi.

O algoritmo genético possui 8 pardmetros de entrada, cujos valores foram ajus-
tados automaticamente com o auxilio da ferramenta irace [L6pez-Ibéiez et al. 2016].
Como resultado do processo de configuragdo automética conduzido pelo irace, os se-
guintes valores foram selecionados: o nimero méaximo de geracdes foi definido como
586, e o numero maximo de geracdes sem melhoria como 363. A taxa de cruzamento
escolhida foi 0,4337, enquanto a taxa de mutagdo foi ajustada para 0,057. A taxa de
elitismo ficou em 0,2262, e o tamanho do torneio foi definido como 6. O fator populaci-
onal foi configurado como 4,4056, ou seja, o tamanho da populagao para cada grafo G é
igual a |V (G)|/4,4056. Por fim, o nimero de repeti¢cdes por instancia foi fixado em 10,
permitindo uma avaliacdo do desempenho do algoritmo.

O PLI foi executado por até cinco minutos em cada uma das 327 instancias ava-
liadas. Em 167 casos, ele obteve solugdes 6timas, enquanto o algoritmo genético (GA)
coincidiu com esse valor em 54 instiancias. Em 72 casos, ambos 0os métodos retornaram
exatamente o mesmo valor, embora nem sempre o 6timo. A diferenga percentual entre
os resultados (GAP) apresentou média de 11,58%, mediana de 6,07% e desvio padréo de
16,25%, com valores entre 0,00% e 128,57%. O tempo médio de execugdo do GA foi de
35.048 ms, com minimo de 272 ms e maximo de 840.768 ms.

A densidade média dos grafos foi de 0, 1852, variando entre 0,00098 e 1,0. A
ordem média foi de 590 vértices (minimo de 9 e maximo de 3.973), e o nimero médio
de arestas foi de 15.630, com extremos de 16 a 410.781. O desempenho do GA foi me-
lhor, em média, em grafos de baixa densidade, com um GAP médio de 9,48%, inferior
ao observado em grafos de densidade média (17,65%) e alta (14,53%). Esse padrio su-
gere que grafos esparsos tendem a conseguirem o melhor resultado no algoritmo genético
executado até a estagnacdo, frequentemente resultando em GAPs mais baixos, incluindo
diversos casos em que o valor foi nulo. Por outro lado, os maiores valores de GAP foram
registrados principalmente em instancias com densidade intermediaria, o que indica que
essa faixa representa um maior desafio para o método. J4 nos grafos mais densos, o de-
sempenho do GA foi relativamente mais estavel, com varios casos em que ele conseguiu
igualar a solugdo 6tima. Esses resultados indicam que a densidade influencia diretamente
o desempenho do GA, sendo a faixa intermedidria a mais critica.

Em 34 instancias, o GA superou o PLI, todas em grafos cubicos de baixa densi-
dade. Isso indica que essa topologia influencia mais o desempenho relativo dos métodos
do que apenas ordem ou densidade. Observou-se correlagdao positiva do GAP com o
nimero de arestas (+0,33), sugerindo que grafos mais densos tendem a apresentar maior
divergéncia entre os resultados.

Em oito instancias, o GA coincidiu com a heuristica h2, e em 7 delas o valor
correspondia ao 6timo, destacando a importancia de boas estratégias iniciais. O cédigo-
fonte desenvolvido neste trabalho estd disponivel no repositério GitHub: https://
github.com/hscHeric/cl-total-rdga.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar operadores de cruzamento espe-
cializados para problemas de dominacdo em grafos, bem como aprofundar o estudo da
influéncia da topologia das instancias nos resultados obtidos.
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