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Abstract. Given an edge-labeled graph G, the minimum labeling spanning k-
forest problem consists in finding a spanning forest F' of G with minimum num-
ber of labels and number of components bounded by k. In this work, we present
a proof of the NP-completeness of the problem in split graphs and propose an
approximation algorithm for solving it.

Resumo. Dado um grafo colorido em arestas G, o problema da k-floresta gera-
dora minimamente rotulada consiste em encontrar uma floresta geradora F de
G com niimero minimo de cores e niimero de componentes limitado por k. Neste
trabalho, apresentamos uma prova da NP-completude do problema em grafos
split e propomos um algoritmo aproximativo para soluciond-lo.

1. Introducao

Um grafo colorido em aresta (GCA) G consiste de uma tupla (V, E, L,¢) onde V é o
conjunto de vértices, £ € um conjunto de arestas, L. € um conjunto de cores/rétulos e
¢ : E — L é uma funcdo que colore cada aresta. Dado um GCA G com ndmero
de componentes ¢(G) < k, O problema da k-floresta geradora minimamente rotulada
(KFGMR) consiste em encontrar uma floresta geradora de G com no miximo k compo-
nentes e nimero minimo de cores. A tupla do GCA G também pode ser representada por
(Va, Eg, Le, L) e o conjunto de cores de um subgrafo H de G pode ser denotado por

(e (H).

Tal problema foi apresentado em [Corréa and Campélo 2024], onde foram reali-
zados experimentos acerca de um modelo de programacao linear inteira mista para a sua
solucdo. O KFGMR surge entdo como uma generalizacdo do problema da arvore ge-
radora minimamente rotulada (AGMR) proposto em [Chang and Leu 1997], sendo esse
o caso onde £ = 1. O AGMR foi entdo estudado e generalizado das mais diversas
formas. Entre esses estudos incluem-se a aplica¢do do problema em telecomunicagdes
([Chwatal et al. 2007]), o estudo da complexidade parametrizada ([Fellows et al. 2010])
e as extensdes, como o problema da arvore de Steiner geradora minimamente rotulada
([Cerulli et al. 2006]) e o problema da drvore ponderada geradora minimamente rotulada
([Cerulli et al. 2024]). Neste trabalho, estamos interessado na complexidade do problema
e em propor um método menos custoso de soluciond-lo.

*Trabalho realizado parcialmente enquanto aluno da UFC.



2. Complexidade Computacional

Em [Chang and Leu 1997] € provado que 0o AGMR é NP-completo para grafos completos,
sendo esse o caso k = 1, aqui, provamos que o resultado vale para qualquer k inteiro
positivo em grafos split [West 1996].

Um algoritmo verificador para uma solucdo do kFFGMR pode ser obtido através
dos seguintes passos: (i) contagem das cores das arestas, (ii) checagem de que essas
arestas nao formam ciclo, e (iii) verificacdo de que o nimero de componentes definidas
¢ no maximo k. Como todos esses passos podem ser feitos em tempo polinomial, o
problema estd em NP.

Teorema 2.1. Para todo inteiro positivo k, o kFGMR é NP-completo em grafos split.

Demonstragdo. Como o kEFGMR ¢é NP, basta provar que o AGMR em grafos completos
se reduz para o kEFGMR em grafos split.

Tome £ inteiro positivo e seja G um GCA completo com fung¢ao de coloragao /.
Se k = 1, os problemas s@o equivalentes e ndo ha mais o que fazer. Suponha entdo £ > 2.

Constréi-se um grafo aumentado G’ da seguinte forma (Figura 1):

Vo = Vg UV, onde V'’ € um conjunto de & — 1 novos vértices artificiais.

E¢ = Eg U FE’, onde E’ é um conjunto de k — 1 arestas ligando cada vértice de
V' a algum vértice de V (G).

L =LocUL,com 'NL(G)=0el|Ll'|=Fk—1.

* (¢ é aextensdo de /; obtida de formaque e € B/ — (q(e) € L'ee, e’ € F’
come # ¢ = [{e(e) # le(€'). Em outras palavras, o grafo aumentado
adiciona k — 1 cores distintas para as novas arestas.

Note que, pela construgdo, G’ é grafo split conexo.

Seja ¢ € Z*. O objetivo é provar que arvore geradora A de G com |{g(A)| < ¢
se, e somente se, existir floresta geradora F de G’ com no maximo k& componentes e
(e (F)] < q.

Seja A uma édrvore geradora de G satisfazendo |(;(A)| < ¢. Construa F' sim-
plesmente adicionando os vértices V' em A para que F' seja floresta geradora de G’, mas
sem modificar arestas. Em outros termos, os vértices artificiais sdo componentes triviais
(vértices isolados) em F. Com isso, nimero de cores ndo se modifica, € o nimero de
componentes de F’ serd exatamente k, pois hd uma componente formada pela arvore ori-
ginal e £k — 1 componentes obtidas pelos vértices artificiais isolados. Dessa forma, F' é
floresta geradora de G’ com |(c/(F)| < ge c¢(F) = k.

Reciprocamente, seja F' uma floresta geradora de G’ satisfazendo ¢(F') < ke
|l (F')| < g. Sem perda de generalidade, pode-se admitir ¢(F') = k (caso ¢(F') < k seria
suficiente remover arestas de F'). Seja k' o nimero de vértices de V' que sdo arvores em F
e seja I’ a subfloresta obtida de F retirando estes vértices. Note que c¢(F') = ¢(F) — k' =

k—Fk e |le(F')| = [le(F)| < q. Além disso, o nimero de vértices de V'’ presentes
em [’ é (k — 1) — k/, cada um deles sendo folha em F’ (ja que V'’ define um conjunto
independente em G’). Sendo assim, F” = F'[V] é uma floresta geradora de G com

c¢(F") = ¢(F") = k—Fk arvores, g (F") = b (F") e [la(F")| = [le (F")|—((k—1)—FK').



Como G € conexo, a floresta ", geradora de G, pode ser estendida para uma arvore
geradora A de G adicionando ¢(F") — 1 = (k — k') — 1 arestas de G. Logo, [{¢(A)| <
[la(F")| + (k=) =1 = [l (F)| = (k =1) = k) + (k = k') = 1 = [l (F")| < q.

Com isso, a reducao esta feita e 0 ktFGMR é NP-completo. [
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Figura 1. Exemplo da reducao para k = 4.

3. Algoritmo Aproximativo

Em [Krumke and Wirth 1998] ha uma versao revisada do Maximum Vertex Cover Algo-
rithm (MVCA) que foi originalmente proposto em [Chang and Leu 1997] para resolver
o problema AGMR. J4 em [Xiong et al. 2005], hd uma prova de que tal algoritmo pos-
sui fator de aproximacdo H,, onde b = maxcr |[{e € E : l(e) = l}| e H, = 2?21 1,
além disso, é provado que o fator de aproximagdo € apertado, i.e, existe GCA G tal que
a solugdo obtida pelo MVCA em G é H, vezes a solugao 6tima. Dessa forma, propomos
o Algoritmo 1, o qual chamamos de MVCA Generalizado. Quando £ = 1, o algoritmo é

equivalente ao MVCA.

Algoritmo 1: MVCA Generalizado

Entrada: Um GCA G com vértices V, arestas F e cores L e um inteiro
positivo k.

Seja C' < () o conjunto de cores utilizadas;
Seja H = G[C] subgrafo gerador de G com arestas induzidas por C'
enquanto H tiver mais que k componentes
paracada: € L — (' faca
Determine o nimero de componentes conexas ao inserir todas as
arestas de cor i em H;
fim
Escolha cor ¢ com o menor nimero de componentes resultantes;
C+ CU{i};
H + G[C;

fim

Teorema 3.1. O Algoritmo 1 tem um fator de aproximacdo Hy para o problema kFGMR.

A prova desse resultado € bastante longa para ser apresentada neste trabalho, sendo
similar a prova dada no trabalho original para o fator de aproximag¢ao do MVCA. Ela con-
siste em limitar as funcdes de custo de uma sequéncia de problemas de programacao linear
que simulam os passos do algoritmo. A diferenca em nossa demonstragao € considerar



que a floresta deverd possuir |V | — k arestas ao invés de |V/| — 1 arestas como considerado
no trabalho original.

Como o fator de aproximacdo do MVCA ¢€ apertado, podemos mostrar que o
fator de aproximacdo do Algoritmo 1 também € apertado para todo k inteiro positivo.
Para isso, dado um grafo G e um inteiro k, podemos expandi-lo para um grafo G* tal que
¢(G*) = k e cada componente de G* seja uma copia GG, mas que os conjuntos de cores
de suas componentes sejam disjuntos dois a dois. Um exemplo disso é dado na Figura 2.

Lema 3.2. Suponha que o problema AGMR em G tenha solucdo étima A com valor v.
Entdo uma solucdo otima para o problema kFGMR em G* é obtida escolhendo uma
floresta F tal que cada componente de F' seja isomorfa a drvore A. O niimero de cores
de tal solugdo serd igual a kuv.

Demonstragdo. Por construgdo, F' € uma floresta geradora de G* com ¢(F) = ke |L(F)|
¢ a soma da quantidade de cores em cada componentes, ou seja, kv. Suponha que exista
uma soluc@o F’ com |L(F")| < kv, entdo existe uma arvore A’ componente de F” tal que
|L(A")| < ve A’ é copia de alguma drvore geradora A” de GG. Entretanto, |L(A”)| =
|L(A")| < v = |L(A)|, contradizendo a minimalidade de A. Logo, I ¢é solugdo 6tima
para o kFGMR em G* com valor igual a kv. O

Teorema 3.3. Para qualquer inteiro positivo k, o fator de aproximagdao H, do Algoritmo
1 para resolver o kFGMR ¢é apertado.

Demonstracdo. Seja G um GCA tal que o MVCA retorna uma arvore geradora A de G
com nimero de cores H,v, onde v é o nimero de cores da solugdo 6tima.

Se k = 1, ndo ha o que fazer. Suponha entdo k£ > 2 e construa G* com k compo-
nentes. Como a cor escolhida em cada passo do Algoritmo 1 € aquela que gera o menor
nimero de componentes e considerando que as componentes de G* possuem conjuntos
de cores disjuntos dois a dois, temos que o algoritmo pode utilizar os mesmos passos
em cada componente para encontrar uma arvore geradora. Em alguma possibilidade,
¢ gerada uma floresta geradora F' de G* cujas componentes sdo copias de A, ou seja,
|l (F)| = k|lc(A)| = kHyv. Como o Lema 3.2 afirma que o valor 6timo para G* é kv,
a solu¢do F' tem nimero de cores H;, vezes o 6timo, ou seja, o fator de aproximacao €
alcancado para G*, sendo entdo um fator apertado. [
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Figura 2. Extensao do GCA G para G* for k = 3.

4. Conclusao

Este trabalho apresentou uma prova da NP-completude do AFFGMR e também um algo-
ritmo aproximativo com fator de aproximacao estrito para resolver o problema. Futuros
trabalhos podem envolver o estudo de novas heuristicas ou a andlise da complexidade
parametrizada do kFGMR.
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