Subdivisoes de Orientacdes do Grafo Bipartido Completo K 3
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Abstract. In this work, we explore the problem of finding a subdivision of a
digraph F' in a digraph D, with the goal of identifying polynomial-time and
NP-complete instances of the problem. More specifically, we focus on the cases
where I is an orientation of K, 3, in an attempt to gain a clearer understanding
of a conjecture regarding the problem in planar graphs. We present all possible
orientations of Ky 3 and the cases where the problem can be solved in polyno-
mial time, using flow techniques or the Directed Grid Theorem. The complexity
of only one case remains open.

Resumo. Neste trabalho, exploramos o problema de encontrar uma subdivisdo
em um digrafo F' em um digrafo D, com o objetivo de identificar instdncias Po-
linomiais e NP-completas do mesmo. Mais especificamente, focamos nos casos
em que I' é uma orientagdo do K 3, na tentativa de ter uma visdo mais clara
sobre uma conjectura a respeito do problema em grafos planares. Apresenta-
mos todas as possiveis orientagoes do K, 3 e os casos que o problema pode ser
resolvidos de maneira polinomial, utilizando fluxos ou Teorema do Grid Direci-
onado. A complexidade de apenas um caso permanece em aberto.

1. Introducao

Uma subdivisdo de um digrafo F' = (V, A), ou uma F-subdivisdo, é um digrafo obtido
a partir de F' através da substitui¢do de cada arco (a,b) € A(F') por caminhos direcio-
nados de a para b (que podem ser o préprio arco), conservando a dire¢do original. NG&s
consideramos a seguinte questao para um digrafo predefinido F'.

F-SUBDIVISAO
Entrada: Um digrafo D.
Pergunta: D contém uma subdividao de F' (como subgrafo)?

Esse problema aparece como uma generalizacdo natural para digrafos de um dos
problemas que compde a teoria dos menores, um tema fundamental cujos resultados trou-
xeram diversos avangos para a area de teoria dos grafos [Robertson and Seymour 1995].
Um dos fatos que ilustra a relevancia do estudo da deteccao de subdivisdes em grafos €
que muitas classes interessantes sdo definidas pela proibi¢do de certos subgrafos (indu-
zidos). Grafos planares sao um exemplo bem conhecido: eles foram caracterizados por
Kuratowski como os grafos que ndo possuem subdivisdes do K5 ou K3 3. Outras classes
de grafos e digrafos determinadas pela proibi¢ao de um conjunto de subgrafos podem ser
vistas em [Chudnovsky et al. 2006, Chudnovsky and Seymour 2007, Granot et al. 2000].
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O problema alternativo em que procuramos por subdivisdes induzidas de um deter-
minado grafo H em um grafo qualquer recebido como entrada G também € uma questao
de interesse. O caso ndo-direcionado é NP-completo como mostrado por Lévéque at
al. para H = K5 [Lévéque et al. 2009] enquanto seu equivalente para subdivisdes ndo-
induzidas pode ser resolvido em tempo polinomial para todo H fixo pelo algoritmo de
linkage de Robertson and Seymour [Robertson and Seymour 1995]. Alguns algoritmos
polinomiais para encontrar subdivisdes induzidas em grafos nio direcionados utilizam
técnicas sofisticadas. Um exemplo € uso do algoritmo three-in-a-tree de Chudnovsky e
Seymour [Chudnovsky and Seymour 2010]. O problema de three-in-a-tree consiste em
responder para um determinado grafo e trés vértices pré-determinados, se ha uma arvore
contendo esses vértices. O algoritmo para resolvé-lo, que tem o tempo de execugdo de
O(n*), fornece uma ferramenta geral que pode ser usada em muitas solugdes do problema
de subdivisdo, como foi feito no mesmo artigo para o Ko 3.

Bang-Jensen et al. [Bang-Jensen et al. 2015] foram os primeiros a investigar o
problema de encontrar uma F'-subdivisdao em que F' € um grafo direcionado. Eles encon-
traram muitos digrafos F' para os quais o problema é NP-completo, através do problema
de encontrar um 2-linkage em um digrafo [Fortune et al. 1980]. Em particular, este é o
caso para todos os digrafos que possuem somente vértices grandes, isto é, ou seu grau de
saida (ou entrada) € maior ou igual a 3, ou o grau total € maior ou igual a 4 (caso contrdrio,
dizemos que o vértice € pequeno). Por outro lado, eles apresentaram algoritmos polinomi-
ais para resolver o problema em varios outros digrafos (como ciclos, caminhos, spindles,
etc.), muitos dos quais utilizam fluxos com ferramenta. Isso os conduziu a conjecturar
que existe uma dicotomia entre instancias Polinomiais e NP-completas. Entretanto, ndo
existe uma imagem clara de quais grafos em geral sdo tratdveis e quais sdo dificeis, em-

bora algumas conjecturas fornecam algum indicio.
Conjectura 1. [Bang-Jensen et al. 2015] O problema F-SUBDIVISAO é NP-completo

para todo digrafo ndo planar F'.

Para abordar a Conjectura 1, gostariamos de investigar primeiramente o que ocorre
com relacdo aos grafos periplanares, que sdo aqueles que nao possuem subdivisdes do K
ou K 3. Neste trabalho, analisamos o que acontece em subdivisoes de orientacdes K 3.

2. Orientacoes do K3 3 Isomorfas e equivalentes

O inverso de um digrafo D qualquer, ou D-invertido, € o digrafo criado ao inverter todos

os arcos de D, ou seja se (u,v) é um arco em D, entdo (v, u) é um arco em D-invertido.
Proposicao 2. Uma (F-invertido)-subdivisdo é resolvido em tempo polinomial se, e so

se, F-subdivisdo também é resolvido em tempo polinomial.

Demonstragdo. Seja D o digrafo usado na entrada do problema de (/'-invertido)-
subdivisdo, basta procurar uma subdivisdo de F' em D-invertido, uma vez que uma sub-
divisdo de F'-invertido existe se, € s se, houver uma subdivisdao de F' em D-invertido.
Como F' é congruente a um (F'-invertido)-invertido, se (F'-invertido)-subdivisao € resol-
vido em tempo polinomial, entdo F'-subdivisdo € resolvido em tempo polinomial. [

Sejam a, b, ¢, d, e os vértices do K 3, de modo que d(a) = d(e) = 3. Podemos
analisar apenas os casos de orientagdes com d*(a) > 2, pois as outras possibilidades
sdo inversas de tais orientacoes. As Figuras 1 e 2 mostram todos os casos de orientacdes
isomorfas.
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Figura 1. OrientacGes apenas com vértices pequenos

HOHO

K, 23 —ﬁ wLo K ;,3 -crash K;}g -2golcrash K ;’3 -Zerashlgo

Figura 2. Orientagdoes com dois vértices grandes a esquerda e com um vértice
grande a direita

3. Orientacoes do K2 3 apenas com vértices pequenos

Teorema 3. [Kawarabayashi and Kreutzer 2015] Existe uma fungdo f(k) tal que todo
grafo direcionado com largura de drvore direcionada pelo menos f (k) contém uma grade
cilindrica de tamanho k como um menor borboleta.

Aplicando o Teorema 3, caso o digrafo D de entrada tenha largura de arvore li-
mitada por f(4), uma vez que o problema do k-linkage pode ser resolvido em tempo
polinomial nesse tipo de grafo, F'-SUBDIVISAO também pode ser resolvido em tempo
polinomial em grafos com largura em arvore limitada [Johnson et al. 2001].

Caso o digrafo D de entrada ndo tenha largura de &arvore limitada por tal
parametro, entdo D contém uma grade cilindrica de tamanho 4 como uma menor bor-
boleta. Se existe uma subdivisdo de F' na tal grade cilindrica entdo existe uma subdivisao
de F no digrafo D. E possivel encontrar subdivisdes de todos os casos de orientacdo ape-
nas com vértices pequenos em uma grade cilindrica de tamanho 4, como mostra a Figura
3, onde as subdivisdes estdo marcadas em preto.
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Figura 3. Subdivisdes de Orientacées de K, ; com vértices pequenos encontra-
dos em uma grade cilindrica de tamanho 4. As subdivisoes foram marca-
das em preto



4. Orientacoes do K2 3 com dois vértices grandes

Teorema 4. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja F um (ky, ko, ..., k,)-spindle e k; < 2,Vi, 1 <
1 < p, entdo uma F'-subdivisdo é soluciondvel em tempo polinomial.

0] K;g-ﬂuxo ¢ um (2,2,2)-spindle, logo, pelo Teorema 4, (K;g—ﬂuxo)—
SUBDIVISAO € solucionavel em tempo polinomial.

Existe uma redugao do 2-Linkage para K;g-crash-subdiviséo, que nio serd anali-
sada por falta de espaco.

5. Orientacoes do K> 3 com exatamente um vértice grande

Um digrafo € pequeno se ele contém apenas vértices pequenos e, dado um digrafo D, o

D-pequeno € o digrafo sem arcos paralelos criado ao transformar cada vértice v de D nos
: Arti e PR - + ot 7T +

conjunto de vértices V= = {vy,vy,...,v; (b e VT = {vf,v7,...,v5 , } de modo

que se (u,v) € um arco em D entdo existem j, 7 tais que (u

15 v; ) € umarco em D-pequeno
eque, Vi, 1 <i<d_(v),1 <j <di(v),ospares (v;,v74), (v],v]1) € (v, v1)
também sdo arcos em D-pequeno.

Teorema 5. ( K_2’73—2g0] crash)-SUBDIVISAO € soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstracdo. Seja o D o digrafo de entrada, para cada par de vértices (a, d) de D, serd
executada a seguinte operagdo: Para cada tripla de arcos saindo de a e para cada par de
arcos entrando em d, exclua o restante dos arcos que entram e saem de a e d. Trans-
forme o digrafo D em D-pequeno, porém restaure os vértices a e d. Crie uma rede de
modo que, se um arco nao contém a, entdo ele tem capacidade 2 e, caso contrdrio, ele
tem capacidade 1. Defina a como fonte e d como sumidouro. Seja (a, v1), (a,v2), (a,v3)
os novos arcos que saem de a e (uy,d), (u2,d) os novos arcos que entram em d. Uti-
lizando o algoritmo de Ford-Fulkerson, se o fluxo maximo obtido € 3, entdo existem 3
caminhos Py, P, P3 saindo de (a,v1), (a,v2), (a, v3) respectivamente, de modo que dois
caminhos, s.p.g, Py, P, terminam em um dos arcos de d, suponha (u;, d), e o outro cami-
nho P; termina no outro arco, suponha (us, d). Note que, como o fluxo maximo que um
vértice v pode receber € 2, entdo no miximo 2 caminhos se cruzam em v. Um conjunto
{d,V,c,d e} é bom se ele forma uma subdivisdo de K;g—Zgo] crash. Se nenhum dos
caminhos compartilham vértices, entio {a, v, v2,u;,d} é bom. Suponha que os P, P,
compartilham somente (u;,d) como arco e a, uj,d como vértices, logo o P; cruza com
os outros caminhos do fluxo. Pegue o primeiro cruzamento, s.p.g, em FPj, no vértice w.
Logo {a, vy, vy, w,u;} é bom. Logo, suponha que primeiro cruzamento de P;, P, acon-
tece no vértice t. Suponha que o primeiro cruzamento de P; com { Py, P»}, s.p.g, é em
P, em w. se w tem um caminho para t, entdo {a, vy, vy, w,t} é bom. Se ndo, entdo
t tem um caminho para w e {a, vy, vy, t,w} é bom. Caso ndo exista cruzamento de P;
com {P;, P,}, entdo {a, vy, vs,w,d} é bom. Note que se existem vértices b, ¢, e tais que
{a,b,c,e,d} é bom, entdo ao fazer tal operagdo com o par (a, d) encontraremos o fluxo
maximo 3. Como D-pequeno conserva cruzamentos, existe um par (a, d) que gera fluxo
maximo 3 para tal network se, e s6 se, existe uma (K;g—Zgol crash)-subdivisdo em D.
Logo podemos solucionar (K3 3-2golcrash)-subdivisio em O(V2E®). O

O caso (K§,3—2crash1 go)-subdivisdo permanece aberto.
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