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Abstract. The shortest path problem is fundamental to numerous computatio-
nal applications. Despite theoretical advances, Dijkstra’s Algorithm with prio-
rity queue optimization remains one of the best-performing practical solutions.
This work theoretically and experimentally compares heaps and bucket queues,
exploring optimizations that arise from monotonicity and graph weight cons-
traints. The results highlight the potential of bucket queues in sparse graphs
with integer weights.

Resumo. O problema do caminho mı́nimo é fundamental em diversas
aplicações computacionais. Apesar dos recentes avanços teóricos, o Algoritmo
de Dijkstra otimizado com filas de prioridade permanece como a solução de
melhor desempenho prático. Este trabalho compara teórica e empiricamente
heaps e bucket queues, explorando otimizações resultantes da monotonicidade
e da restrição dos pesos dos grafos. Os resultados atestam o potencial das buc-
ket queues multinı́vel em grafos esparsos com pesos inteiros.

1. Introdução
O Problema do Caminho Mı́nimo (do inglês, Shortest Path Problem (SPP)) é

um problema fundamental em teoria dos grafos. Dado um grafo direcionado ponde-
rado G = (V,A,w), onde V é o conjunto de vértices, A é o conjunto de arestas, o
SPP consiste em encontrar um caminho de menor custo entre um vértice de origem
s ∈ V e um vértice de destino t ∈ V [Madkour et al. 2017]. Algoritmos que solucio-
nam esse problema estão presentes em diversas aplicações, de sistemas autônomos em
transporte [Grujic and Grujic 2025] a algoritmos de processamento de dados e aprendi-
zado de máquina [Tenenbaum et al. 2000]. Os primeiros algoritmos para solução do SPP
surgiram nos anos 1950. Desde então, foram propostas novas soluções e otimizações que
exploram os avanços teóricos e tecnológicos da computação.

Um dos algoritmos pioneiros para o SPP foi proposto por Dijkstra (1959), utili-
zando uma estratégia gulosa para encontrar o caminho mı́nimo de única origem em um
grafo com pesos não negativos. Por décadas, o Algoritmo de Dijkstra combinado com
fila de prioridade, como o heap binário [Williams 1964], foi considerado ótimo por parte
da comunidade cientı́fica para essa variação do problema, com custo O((n + m) log n)
(n = |V | e m = |A|). Porém, Duan et al. (2025) proporam um novo algoritmo com
custo O(m log2/3 n) para grafos esparsos. Apesar do avanço teórico, Castro et al. (2025)
apontam que ainda existe uma lacuna em sua aplicação prática devido ao overhead do
padrão de acesso à memória e às altas constantes ocultas. Nesse sentido, o Algoritmo de
Dijkstra permanece relevante em aplicações reais.
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O maior gargalo do Algoritmo de Dijkstra é a necessidade de selecionar o vértice
de menor distância à origem a cada iteração, etapa que pode ser otimizada por uma estru-
tura de dados auxiliar: a fila de prioridade. O heap binário [Williams 1964] foi a primeira
fila de prioridade aplicada a esse algoritmo. Desde então, outras estruturas foram propos-
tas para essa finalidade [Brodal 2013]. Este trabalho discute e compara filas de prioridade
e seus impactos no desempenho teórico e prático do Algoritmo de Dijkstra.

2. O Algoritmo de Dijkstra
Costa et al. (2025) descrevem o Algoritmo de Dijkstra como um algoritmo de label-
setting, cuja solução para o SPP consiste em construir uma árvore Ts enraizada em s que
contém os menores caminhos de s para todos os vértices alcançáveis por ele. Ao mesmo
tempo, calcula-se ds(v), a distância entre s e v para cada v ∈ V :

1. Define-se T = {s}, ds(s) = 0 e ds(v) = ∞, ∀v ∈ V (G) \ {s};
2. Seleciona-se uma aresta uv, que conecta um vértice u ∈ T a um vértice v ∈

V (G) \ T e que minimiza ds(u) + w(uv). Adiciona-se uv em Ts e define-se
ds(v) = ds(u) + w(uv);

3. Repete-se o passo 2 até que T = V (G) — ou seja, até que T contenha todos os
vértices de G alcançáveis por s.

Nota-se que o ponto crı́tico desse processo é o passo 2, em que ocorre a seleção
da aresta de menor peso a cada iteração. Na proposição original de Dijkstra (1959), essa
etapa era realizada por meio de uma busca sequencial, com complexidade total O(n2+m).

3. Filas de prioridade aplicadas ao Algoritmo de Dijkstra
Knuth (1998) define fila de prioridade como uma estrutura de dados abstrata que mantém
um conjunto cuja ordem de remoção dos elementos depende das chaves associadas ao
invés do momento em que eles foram inseridos. Uma fila de prioridade mı́nima deve
suportar as seguintes operações:

• insert(a, Q) adiciona o elemento a no conjunto Q;
• extractMin(Q) remove e retorna o elemento de maior prioridade do conjunto Q;
• decreaseKey(a, k, Q) atualiza a chave do elemento a para k.

A operação decreaseKey foi proposta por Fredman e Tarjan (1987) para o heap
de Fibonacci. As filas de prioridade não necessariamente suportam essa operação. No
Algoritmo de Dijkstra com heap binário é comum que, ao invés de atualizar as chaves,
os vértices sejam reinseridos quando um novo melhor caminho para um vértice ativo é
encontrado, o que aumenta o consumo de memória e a quantidade das operações. Apesar
desses ônus, o heap binário, frequentemente supera o heap de Fibonacci devido à sua
simplicidade e melhor eficiência no uso de memória cache [Larkin et al. 2014].

Brodal (2013) documenta a vasta diversidade de implementações de filas de pri-
oridade, desde o heap binário até estruturas mais complexas como o heap de Fibonacci.
A maioria delas atende propósitos gerais, porém, observar as demandas especı́ficas do
Algoritmo de Dijkstra amplia as possibilidades de otimização. As filas de prioridade
monotônicas são estruturas otimizadas para o caso em que nunca será inserido um ele-
mento cuja chave seja menor do que a chave do último elemento removido [Thorup 2000].
Essa restrição ocorre no Algoritmo de Dijkstra, pois as chaves inseridas correspondem à
distância acumulada de cada vértice para a origem. Costa, Jonas et al. (2025) descrevem
algumas dessas estruturas e suas aplicações ao SPP, como as bucket queues multinı́vel.
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4. Análise Assintótica das Filas de Prioridade para o Algoritmo de Djkstra
As principais filas de prioridade são os heaps, estruturas baseadas em árvores e que
mantêm a prioridade entre os elementos por meio de trocas entre os nós. Larkin et al.
(2014) separam os heaps em implı́citos e explı́citos. Os heaps implı́citos utilizam traves-
sia hierárquica em uma estrutura contı́gua na memória, enquanto os explı́citos utilizam
alocação de nós e ponteiros. A principal vantagem dos heaps implı́citos é a melhor lo-
calidade de cache e menor sobrecarga, enquanto os heaps explı́citos alcançam melhores
limites teóricos por meio de operações como o decreaseKey.

O heap binário é frequentemente representado de forma implı́cita, consistindo em
uma árvore binária, na qual basta percorrer no máximo sua altura para reajuste das pro-
priedades a cada operação, com custo O(log(n)) [Williams 1964]. É comum que suas
implementações não suportem o decreaseKey. Em contrapartida, o Heap de Fibonacci é
implementado de forma explı́cita e é baseado em uma floresta de árvores binomiais rela-
xadas. Sua organização permite postergar o ajuste estrutural para o momento do extract-
Min, alcançando O(1) amortizado nas operações mais frequentes: insert e decreaseKey
[Fredman and Tarjan 1987].

Dial (1969) apresentou uma estratégia para grafos com pesos inteiros, que apro-
veita o padrão monotônico observado no Algoritmo de Dijkstra, utilizando 1-level bucket
queue. Utiliza-se uma fila de prioridade baseada em uma sequência de buckets, onde os
vértices são organizados conforme a sua distância à origem, possibilitando insert e de-
creaseKey em O(1). A operação extractMin percorre a estrutura em busca do bucket não
vazio de menor ı́ndice. Em um grafo cujo maior peso é C, a monotonicidade garante o
uso de apenas C + 1 buckets, possibilitando extractMin em O(C). Denardo e Fox (1979)
aprimoraram essa ideia propondo as bucket queues multinı́vel, que dividem a estrutura em
intervalos para saltar buckets vazios consecutivos e reduzir a complexidade assintótica. A
Tabela 1, apresenta um quadro comparativo das complexidades assintóticas das operações
das filas de prioridades analisadas.

Filas de Prioridade insert extractMin decreaseKey Dijkstra
Heap Binário O(log(n)) O(log(n)) O(log(n)) O((m+ n) log(n))
1-Level Bucket O(1) O(C) O(1) O(m+ nC)

2-Level Bucket O(1) O(
√
C) O(1) O(m+ n

√
C)

k-level Bucket O(1) O(k + C1/k) O(1) O(km+ n(k + C1/k))
Heap de Fibonacci O(1)* O(log(n))* O(1)∗ O(m+ n log(n))

∗Amortizado
Tabela 1. Complexidades assintóticas das filas de prioridade para um grafo com

n vértices, m arestas e peso máximo C.

5. Experimentos e Análise Empı́rica
Muitos estudos investigam a lacuna entre os desempenhos teórico e prático na solução
do SPP. Larkin et al. (2014) mostram que heaps implı́citos apresentam menor tempo de
execução e uso de memória que os explı́citos em grafos esparsos, enquanto Goldberg
e Silverstein (1997) comparam as bucket queues multinı́vel entre si. Porém, não foram
encontrados estudos comparativos mais abrangentes que incluam essas estruturas.

Neste trabalho, foram implementados em C++20 o heap binário e as bucket queues
de 1 à 6 nı́veis. As filas foram aplicadas ao Algoritmo de Dijkstra para resolver o
SPP em grafos esparsos com pesos inteiros da malha rodoviária dos Estados Unidos
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[Demetrescu et al. 2006]. Uma implementação do heap de Fibonacci também foi incluı́da
[Lisitsyn et al. 2013]. Os tempos de execução foram medidos em uma máquina com 8 GB
de memória, processador Intel Core i7-1165G7 2.80GHz e Linux Ubuntu 24.04.3.

O gráfico da Figura 1 mostra que as bucket queues apresentaram menor tempo de
execução, com destaque à 1-level bucket queue com suporte à decreaseKey. Isso contradiz
o esperado, pois nas instâncias utilizadas, os valores de C são mais de 10 vezes maiores do
que os de log(n), indicando um custo maior que que os heaps, conforme a Tabela 1. Essa
discrepância pode ser atribuı́da à simplicidade e melhor localidade de cache das bucket
queues, além do custo O(1) das operações mais frequentes — insert e decreaseKey, que
contrastam com os custos logarı́tmicos e amortizados dos heaps. Observa-se que mais
nı́veis não necessariamente implicam em melhor desempenho. Por outro lado, os valores
de C nessas instâncias não ultrapassam 106. Para pesos maiores, o custo da iteração por
grandes intervalos pode superar a sobrecarga de gestão de nı́veis, o que torna as bucket
queues multinı́vel preferı́veis.
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Figura 1. Tempo médio de execução em função da quantidade de vértices.

6. Considerações Finais
Este trabalho revisitou as bucket queues multinı́vel, comparando-as teórica e em-

piricamente com heaps na execução do Algoritmo de Dijkstra para instâncias reais de
rodovias. A análise evidencia a discrepância entre os limites teóricos e os resultados
empı́ricos: as bucket queues, em especial as com poucos nı́veis, apresentam menor tempo
de execução que os heaps nas instâncias avaliadas, apesar do maior custo assintótico.
Isso decorre da simplicidade proporcionada pela monotonicidade e restrição de pesos,
propriedades teóricas com impacto prático direto e que podem ser exploradas em novas
aplicações e estruturas. As bucket queues merecem maior atenção em aplicações que uti-
lizem grafos com pesos inteiros, bem como em estudos comparativos mais abrangentes
que investiguem eficiência no uso de memória, desempenho em outras classes de grafos
e aplicações, além dos impactos da quantidade de nı́veis e do valor de C.
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