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Abstract. The shortest path problem is fundamental to numerous computatio-
nal applications. Despite theoretical advances, Dijkstra’s Algorithm with prio-
rity queue optimization remains one of the best-performing practical solutions.
This work theoretically and experimentally compares heaps and bucket queues,
exploring optimizations that arise from monotonicity and graph weight cons-
traints. The results highlight the potential of bucket queues in sparse graphs
with integer weights.

Resumo. O problema do caminho minimo é fundamental em diversas
aplicacoes computacionais. Apesar dos recentes avangos teoricos, o Algoritmo
de Dijkstra otimizado com filas de prioridade permanece como a solucdo de
melhor desempenho prdtico. Este trabalho compara tedrica e empiricamente
heaps e bucket queues, explorando otimizagoes resultantes da monotonicidade
e da restricdo dos pesos dos grafos. Os resultados atestam o potencial das buc-
ket queues multinivel em grafos esparsos com pesos inteiros.

1. Introducao

O Problema do Caminho Minimo (do inglés, Shortest Path Problem (SPP)) é
um problema fundamental em teoria dos grafos. Dado um grafo direcionado ponde-
rado G = (V, A,w), onde V é o conjunto de vértices, A é o conjunto de arestas, o
SPP consiste em encontrar um caminho de menor custo entre um vértice de origem
s € V e um vértice de destino ¢t € V [Madkour et al. 20177]. Algoritmos que solucio-
nam esse problema estdo presentes em diversas aplicagdes, de sistemas autdnomos em
transporte [Grujic and Grujic 20235]] a algoritmos de processamento de dados e aprendi-
zado de maquina [Tenenbaum et al. 2000]. Os primeiros algoritmos para solu¢ao do SPP
surgiram nos anos 1950. Desde entdo, foram propostas novas solugdes e otimiza¢des que
exploram os avancgos tedricos e tecnoldgicos da computacao.

Um dos algoritmos pioneiros para o SPP foi proposto por Dijkstra (1959), utili-
zando uma estratégia gulosa para encontrar o caminho minimo de tnica origem em um
grafo com pesos nao negativos. Por décadas, o Algoritmo de Dijkstra combinado com
fila de prioridade, como o heap bindrio [Williams 1964]], foi considerado 6timo por parte
da comunidade cientifica para essa variagdo do problema, com custo O((n + m)logn)
(n = |V| e m = |A]). Porém, Duan et al. proporam um novo algoritmo com
custo O(m logz/ ®n) para grafos esparsos. Apesar do avango tedrico, Castro et al.
apontam que ainda existe uma lacuna em sua aplicacdo pratica devido ao overhead do
padrdo de acesso a memoria e as altas constantes ocultas. Nesse sentido, o Algoritmo de
Dijkstra permanece relevante em aplicagdes reais.
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O maior gargalo do Algoritmo de Dijkstra é a necessidade de selecionar o vértice
de menor distancia a origem a cada iteracdo, etapa que pode ser otimizada por uma estru-
tura de dados auxiliar: a fila de prioridade. O heap binario [Williams 1964] foi a primeira
fila de prioridade aplicada a esse algoritmo. Desde entdo, outras estruturas foram propos-
tas para essa finalidade [Brodal 2013]]. Este trabalho discute e compara filas de prioridade
e seus impactos no desempenho tedrico e pratico do Algoritmo de Dijkstra.

2. O Algoritmo de Dijkstra

Costa et al. (2025) descrevem o Algoritmo de Dijkstra como um algoritmo de label-
setting, cuja solucdo para o SPP consiste em construir uma arvore 7 enraizada em s que
contém os menores caminhos de s para todos os vértices alcancaveis por ele. Ao mesmo
tempo, calcula-se ds(v), a distincia entre s e v paracadav € V:

1. Define-se T' = {s}, ds(s) = 0e ds(v) = o0, Vv € V(G) \ {s};

2. Seleciona-se uma aresta uv, que conecta um vértice u € 1" a um vértice v €
V(G) \ T e que minimiza dy(u) + w(uv). Adiciona-se uv em Ty e define-se
ds(v) = ds(u) + w(uv);

3. Repete-se o passo [2[até que T" = V(G) — ou seja, até que T contenha todos os
vértices de GG alcangéveis por s.

Nota-se que o ponto critico desse processo € o passo |2} em que ocorre a selecao
da aresta de menor peso a cada iteracdo. Na proposicao original de Dijkstra (1959)), essa
etapa era realizada por meio de uma busca sequencial, com complexidade total O (n?+m).

3. Filas de prioridade aplicadas ao Algoritmo de Dijkstra

Knuth define fila de prioridade como uma estrutura de dados abstrata que mantém
um conjunto cuja ordem de remog¢do dos elementos depende das chaves associadas ao
invés do momento em que eles foram inseridos. Uma fila de prioridade minima deve
suportar as seguintes operagoes:

* insert(a, Q) adiciona o elemento a no conjunto Q);

* extractMin(Q) remove e retorna o elemento de maior prioridade do conjunto ();

* decreaseKey(a, k, Q) atualiza a chave do elemento a para k.

A operacao decreaseKey foi proposta por Fredman e Tarjan para o heap
de Fibonacci. As filas de prioridade ndo necessariamente suportam essa opera¢do. No
Algoritmo de Dijkstra com heap bindrio é comum que, ao invés de atualizar as chaves,
os vértices sejam reinseridos quando um novo melhor caminho para um vértice ativo é
encontrado, o que aumenta o consumo de memoria e a quantidade das operagdes. Apesar
desses Onus, o heap binario, frequentemente supera o heap de Fibonacci devido a sua
simplicidade e melhor eficiéncia no uso de memoria cache [Larkin et al. 2014]].

Brodal (2013) documenta a vasta diversidade de implementacdes de filas de pri-
oridade, desde o heap bindrio até estruturas mais complexas como o heap de Fibonacci.
A maioria delas atende propdsitos gerais, porém, observar as demandas especificas do
Algoritmo de Dijkstra amplia as possibilidades de otimizagdo. As filas de prioridade
monotdnicas sdo estruturas otimizadas para o caso em que nunca serd inserido um ele-
mento cuja chave seja menor do que a chave do dltimo elemento removido [[Thorup 2000]].
Essa restricdo ocorre no Algoritmo de Dijkstra, pois as chaves inseridas correspondem a
distancia acumulada de cada vértice para a origem. Costa, Jonas et al. descrevem
algumas dessas estruturas e suas aplicacdes ao SPP, como as bucket queues multinivel.
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4. Analise Assintotica das Filas de Prioridade para o Algoritmo de Djkstra

As principais filas de prioridade sdo os heaps, estruturas baseadas em arvores e que
mantém a prioridade entre os elementos por meio de trocas entre os nés. Larkin et al.
(2014) separam os heaps em implicitos e explicitos. Os heaps implicitos utilizam traves-
sia hierdrquica em uma estrutura contigua na memoria, enquanto os explicitos utilizam
alocacao de nos e ponteiros. A principal vantagem dos heaps implicitos € a melhor lo-
calidade de cache e menor sobrecarga, enquanto os heaps explicitos alcancam melhores
limites tedricos por meio de operacdes como o decreaseKey.

O heap binario é frequentemente representado de forma implicita, consistindo em
uma arvore bindria, na qual basta percorrer no maximo sua altura para reajuste das pro-
priedades a cada operacdo, com custo O(log(n)) [Williams 1964]. E comum que suas
implementagdes ndo suportem o decreaseKey. Em contrapartida, o Heap de Fibonacci é
implementado de forma explicita e € baseado em uma floresta de arvores binomiais rela-
xadas. Sua organizagdo permite postergar o ajuste estrutural para o momento do extract-
Min, alcangando O(1) amortizado nas opera¢des mais frequentes: insert e decreaseKey
[Fredman and Tarjan 1987].

Dial apresentou uma estratégia para grafos com pesos inteiros, que apro-
veita o padrao monotonico observado no Algoritmo de Dijkstra, utilizando /-level bucket
queue. Utiliza-se uma fila de prioridade baseada em uma sequéncia de buckets, onde os
vértices sao organizados conforme a sua distancia a origem, possibilitando insert e de-
creaseKey em O(1). A operacdo extractMin percorre a estrutura em busca do bucket nao
vazio de menor indice. Em um grafo cujo maior peso é C', a monotonicidade garante o
uso de apenas C' + 1 buckets, possibilitando extractMin em O(C'). Denardo e Fox (1979)
aprimoraram essa ideia propondo as bucket queues multinivel, que dividem a estrutura em
intervalos para saltar buckets vazios consecutivos e reduzir a complexidade assintética. A
Tabelal[l] apresenta um quadro comparativo das complexidades assintoticas das operagdes
das filas de prioridades analisadas.

Filas de Prioridade insert extractMin | decreaseKey Dijkstra

Heap Bindrio O(log(n)) | O(log(n)) O(log(n)) O((m + n)log(n))
1-Level Bucket 0(1) 0(C) 0(1) O(m+nC)
2-Level Bucket O(1) o) o(1) O(m +nV/C)
k-level Bucket 0(1) O(k + C1/F) o(1) O(km + n(k + C1/*))
Heap de Fibonacci O(1)* O(log(n))* O(1)x* O(m + nlog(n))

* Amortizado
Tabela 1. Complexidades assintoticas das filas de prioridade para um grafo com
n vertices, m arestas e peso maximo C.

5. Experimentos e Analise Empirica

Muitos estudos investigam a lacuna entre os desempenhos tedrico e pratico na solucao
do SPP. Larkin et al. mostram que heaps implicitos apresentam menor tempo de
execugdo e uso de memoria que os explicitos em grafos esparsos, enquanto Goldberg
e Silverstein comparam as bucket queues multinivel entre si. Porém, ndao foram
encontrados estudos comparativos mais abrangentes que incluam essas estruturas.

Neste trabalho, foram implementados em C++20 o heap bindrio e as bucket queues
de 1 a 6 niveis. As filas foram aplicadas ao Algoritmo de Dijkstra para resolver o
SPP em grafos esparsos com pesos inteiros da malha rodovidria dos Estados Unidos
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[Demetrescu et al. 2006]. Uma implementac¢@o do heap de Fibonacci também foi incluida
[Lisitsyn et al. 2013]]. Os tempos de execugdo foram medidos em uma maquina com 8 GB
de memoria, processador Intel Core 17-1165G7 2.80GHz e Linux Ubuntu 24.04.3.

O gréfico da Figura[I|mostra que as bucket queues apresentaram menor tempo de
execucao, com destaque a /-level bucket queue com suporte a decreaseKey. Isso contradiz
o esperado, pois nas instancias utilizadas, os valores de C' sdo mais de 10 vezes maiores do
que os de log(n), indicando um custo maior que que os heaps, conforme a Tabela Essa
discrepancia pode ser atribuida a simplicidade e melhor localidade de cache das bucket
queues, além do custo O(1) das operacdes mais frequentes — insert e decreaseKey, que
contrastam com os custos logaritmicos e amortizados dos heaps. Observa-se que mais
niveis ndo necessariamente implicam em melhor desempenho. Por outro lado, os valores
de C nessas instAncias ndo ultrapassam 10°. Para pesos maiores, o custo da iteragio por
grandes intervalos pode superar a sobrecarga de gestdo de niveis, o que torna as bucket
queues multinivel preferiveis.
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6. Consideracoes Finais

Este trabalho revisitou as bucket queues multinivel, comparando-as tedrica e em-
piricamente com heaps na execucdo do Algoritmo de Dijkstra para instancias reais de
rodovias. A andlise evidencia a discrepancia entre os limites tedricos e os resultados
empiricos: as bucket queues, em especial as com poucos niveis, apresentam menor tempo
de execucdo que os heaps nas instancias avaliadas, apesar do maior custo assintotico.
Isso decorre da simplicidade proporcionada pela monotonicidade e restricio de pesos,
propriedades tedricas com impacto prético direto e que podem ser exploradas em novas
aplicacdes e estruturas. As bucket queues merecem maior aten¢do em aplicagdes que uti-
lizem grafos com pesos inteiros, bem como em estudos comparativos mais abrangentes
que investiguem efici€éncia no uso de memoria, desempenho em outras classes de grafos
e aplicacdes, além dos impactos da quantidade de niveis e do valor de C'.
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