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Abstract. An r-role assignment is a surjective mapping from V (G) to a set of r
roles such that any two vertices with the same role have the same set of roles in
their neighborhoods. In this paper, we study how the core—periphery structure
of the corona product constrains role assignments. We also characterize when
the role graph R3 5, which does not admit such a structure, can occur as the role
graph of a corona product.

Resumo. Uma r-atribui¢do de papéis é uma funcdo sobrejetora de V (G) em um
conjunto de r papéis tal que quaisquer dois vértices com o mesmo papel tém o
mesmo conjunto de papéis em suas vizinhangas. Neste artigo, estudamos como
a estrutura niicleo-periferia do produto corona restringe atribuicoes de papéis.
Também caracterizamos quando o grafo de papéis Rs 9, que ndo assume tal
estrutura, pode ocorrer como grafo de papéis de um produto corona.

1. Introducao

A atribuicao de papéis, introduzida por [Everett e Borgatti 1991] sob o nome de role co-
louring, recentemente tem sido explorada no aprendizado de representacdes, motivando o
desenvolvimento de embeddings baseados em papéis estruturais. Esses métodos capturam
a similaridade estrutural entre vértices e podem ser aplicados em tarefas de aprendizado
de méquina, como classificacdo de nés e previsao de links [Rossi et al. 2020].

Seja G um grafo simples e R um grafo possivelmente com laco. Um homomor-
fismo de grafos de um grafo G para um grafo R é uma funcdo p : V(G) — V(R)
tal que p(u)p(v) € E(R) sempre que uv € FE(G). Se um homomorfismo p é so-
brejetor e a restricdo de p a vizinhanca de cada u € V/(G) € sobrejetora, isto é, a
funcdo p, : Ng(u) — Ng(p(u)) é sobrejetora, entdo p é dito um homomorfismo lo-
calmente sobrejetor de G para R ou uma R-atribuicdo de papéis de G. Denotamos
V(R) = {1,2,...,r}. Dizemos que p é uma r-atribui¢do de papéis de G quando
r = |V(R)| e R é chamado grafo de papéis.

E conhecido que o problema de decidir se um grafo G possui uma r-atribuicdo de
papéis € NP-completo para r > 2 fixo [Roberts e Sheng 2001, Fiala e Paulusma 2005],
permanecendo NP-completo mesmo para grafos planares [Purcell e Rombach 2015].
Além disso, hd resultados sobre atribuicio de papéis para grafos split e biparti-
dos [Dourado 2016, Pandey e Sahlot 2022] e em alguns produtos de grafos, como os pro-
dutos Cartesiano e forte [Castonguay et al. 2025, Medeiros e Nascimento 2025].

Sejam G e H grafos com |V (G)| = ne |[V(H)| = m. O produto corona de G e
H ¢é o grafo G o H obtido a partir de uma cépia de GG e n cépias de H, conectando-se cada
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vértice x € V(G) a todos os vértices da copia de H associada a = [Frucht e Harary 1970].
Denotamos por Gy e Hy os conjuntos de vértices isolados dos grafos fatores G e H,
respectivamente.

A operacdo induz uma decomposi¢io de V(G o H) em uma parte central e partes
periféricas. Chamamos a cOpia distinguida de G de niicleo e, para cada x € V(G),
chamamos H, = {z} x V(H) de fibra periférica associada a . Assim, V(G o H) =
V(G)U UmEV(G) H,. Essa decomposi¢do € candnica: cada vértice de H, € adjacente ao
vértice central x, ndo existem arestas entre /1, e [, quando = # y, e as arestas internas
de cada H, reproduzem exatamente as arestas de H.

Usamos o termo estrutura niicleo—periferia em sentido estrutural, para designar
essa decomposicao hierdrquica induzida pela operac¢ao corona. A terminologia € inspirada
na literatura de redes nucleo—periferia, em que se distingue uma regido central e uma
regido periférica [Borgatti e Everett 1999]; no produto corona, porém, essa distin¢do é
determinada pela prépria operacdo, e ndo por critérios de densidade ou centralidade.

Neste trabalho, investigamos como a estrutura ntcleo—periferia restringe a
atribui¢do de papéis em G o H e permite sua decomposi¢cdo entre nicleo e fibras pe-
riféricas sob condicdes de compatibilidade. Além disso, analisamos um caso em que o
grafo de papéis ndo possui estrutura de produto corona, mas ainda pode ser realizado
por produtos corona sob condic¢des rigidas sobre os fatores. Esses resultados refinam e
estendem as anélises de [Guajajara e Nascimento 2024].

2. Resultados

Ao longo desta sec¢@o, denotamos por H, = {x} x V(H) a cépia de H associada a
r € V(G) em G o H; seus vértices sdo pares ordenados (z,a), coma € V(H).

Teorema 1. Sejam G, H, R, S grafos e seja f : V(GoH) — V(RoS) um homomorfismo
localmente sobrejetor tal que:

(i) f(V(G)) CV(R),

(ii) paratodo x € V(G), f(H,) C {f(x)} x V(S5).
Entdo existe p : G — R localmente sobrejetor e uma familia (¢;)zcv(c) de homomor-

fismos localmente sobrejetores q, : H — S tais que f(x,a) = (p(x),q.(a)) para todo
reV(G)eac V(H).

Demonstragdo. Pela hipétese (i), para cada z € V(G) temos f(z) € V(R); definimos
p: V(G) = V(R) por p(x) = f(x). Pela hipétese (ii), paracadax € V(G)ea € V(H)
existe, e é Unico, s, , € V(S5) tal que f(z,a) = (f(2), Sz.4) = (p(x), 54,4), € definimos
¢ V(H) — V(S) por ¢;(a) = Sy 4. Assim, paratodo z € V(G)ea € V(H) vale
f(z,a) = (p(2), gz(a)).

Fixe © € V(G). Pela defini¢do do produto corona, Ngou(z) = Ng(z) U H,.
Usando (i)—(ii) e as defini¢des acima, obtemos f(Neor(z)) = f(Na(z)) U f(H,) =
p(Ne(z)) U ({p(z)} x ¢-(V(H))). Como f ¢ localmente sobrejetor em = e f(z) =
p(x) € V(R), temos f(Neor (x)) = Nros(p(z)) = Nr(p(z))U({p(z)} x V(S )) Como
V(R)N(V(R)xV(S)) = 0, aigualdade implicap(NG( )) = Nr(p(z)) e q.(V(H)) =
V(S). Assim, p é localmente sobrejetor. Além disso, p € homomorfismo: se zy € F(G),
entdo y € Ng(x) e, logo, p(y) € p(Na(z)) = Nr(p(z)), isto & p(x)p(y) € E(R).
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Fixe z € V(G) e a € V(H). Pela definicdo do produto corona, Ngoy(x,a) =
{z}U({z} x Ng(a)). Aplicando f e usando f(z) = p(x) e f(z,b) = (p(z), ¢.(b)), obte-
mos f(Ngon(z,a)) = {p(z)}U ({p(z)} X ¢.(Nu(a))). Como f élocalmente sobrejetor
em (2,0) e f(z,0) = (p(x),qu(a)), segue que f(Newi(z,a) = Npos(p(), gu(a)) =
{p(x)} U ({p(2)} x Ns(g(a))). Como {p(z)} N ({p(x)} x V(S)) = 0, segue que
G (N H(a)) = Ng (qx(a)). Logo, g, é localmente sobrejetor. E ¢, € homomorfismo: se
ab € FE(H), entdo b € Ng(a) e, portanto, ¢,(b) € ¢.(Ng(a)) = Ns(g.(a)), isto &,
Gx(0)qz(b) € E(S).

Resta verificar que p é sobrejetora. Como f € sobrejetora, para todo r € V(R)
existe z € V(G o H) tal que f(z) = r. Se z € H, para algum = € V(G), entdo,
pela hipétese (ii), f(z) € {f(x)} x V(S) C V(R) x V(S), o que contradiz r € V(R) e
V(R)N(V(R)xV(S)) = 0. Logo z € V(G). Portanto, r = p(z) e, como r foi escolhido
arbitrariamente, p(V (G)) = V(R).

Concluimos que p : G — R é homomorfismo localmente sobrejetor e, para
cada z € V(G), q, : H — S é homomorfismo localmente sobrejetor, com f(z,a) =
(p(x),q:(a)) paratodox € V(G)ea € V(H). O

Corolario 1. Seja f : V(G o H) — V(R o S) um homomorfismo localmente sobrejetor.
Suponha que exista q : V(H) — V(S) tal que f(x,a) = (f(z),q(a)) para todo = €
V(G) etodoa € V(H). Entdop = flv) : G = Req: H— S sdo homomorfismos
localmente sobrejetores, e f(x,a) = (p(x),q(a)) para todo x € V(G) e todo a € V(H).

Demonstragdo. Para todo z € V(G) e a € V(H), temos f(z,a) = (f(x),q(a)) €
V(R o S). Logo, f(x) € V(R) e gq(a) € V(S). Assim, f(V(G)) C V(R) e, para
cadax € V(G), f(H,) = {f(x)} x q(V(H)) C {f(x)} x V(S). Portanto, f satisfaz
as hipéteses (i) e (ii) do Teorema 1. Pelo Teorema 1, existe p : G — R localmente
sobrejetor e, para cada x € V(G), existe ¢, : H — S localmente sobrejetor tal que

f(z,a) = (p(),q.(a)) paratodo a € V(H).

Pela defini¢do de p na prova do Teorema 1, temos p(z) = f(z) para todo = €
V(G),isto é,p = f|v(c). Além disso, paratodo x € V(G)ea € V(H), (f(x),q(a)) =
f(z,a) = (p(x),q.(a)) = (f(x),q:(a)). Pela igualdade de pares ordenados, ¢,(a) =
q(a) para todo a € V(H). Logo, ¢ = g, para todo x € V(G), e, como cada ¢, é
um homomorfismo localmente sobrejetor, também ¢ : H — S é um homomorfismo
localmente sobrejetor.

Por fim, como p = f|y(c), segue que f(z,a) = (p(x),q(a)) para todo z € V(G)
etodoa € V(H). O

Esse resultado sugere distinguir grafos de papéis compativeis com uma estrutura
de produto corona daqueles que ndo o sdo. Neste trabalho, consideramos 3 ; e [?3 2 com
conjunto de vértices {1, 2,3}, onde Ng, (1) = {2}, Ng,,(2) = {1,3}, Ng,,(3) = {2},
e Ng,,(1) = {2}, Ng,,(2) = {1,3}, Ng,,(3) = {2,3}. Assim, Rs; ~ K; o K e,
portanto, exibe explicitamente uma estrutura nucleo—periferia. Em contraste, 32 ndo
¢ isomorfo a um produto corona; ainda assim, ele pode ocorrer como grafo de papéis
de certos produtos corona, e tal realizagdo impde restri¢coes fortes aos grafos fatores. O
proximo teorema caracteriza exatamente quando isso acontece.
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Teorema 2. Sejam G e H dois grafos. O produto corona G o H tem uma R3 »-atribui¢do
de papéis se e somente se Gy =V (G), Hy # 0 e Hy # V(H).

Demonstragdo. (=) Escreva R = Rs3s. Seja p uma R-atribui¢do de papéis de G o H.
Mostramos inicialmente que p(x) = 2 para todo x € V(G).

Fixe z € V(G). Suponha que p(x) = 1. Pela defini¢do do produto corona,
H, C Ngog(z). Como p(Ngou(x)) = Ng(1) = {2}, temos p(H,) C {2}. Tome
z,a) € H,. Entdo p(z,a) = 2. Além disso, Ngog(z,a) = {z} U ({z} x Ng(a)). Como
() =1lep(H,) C {2}, segue que p(Ngon (x,a)) C {1,2}. Por outro lado, p(z,a) = 2,
0g0 p(Ngon(x,a)) = Ngr(2) = {1, 3}, contradicdo, pois 3 ¢ {1,2}. Portanto, p(x) # 1.

—~

=3

Suponha agora que p(x) = 3. Como H, C Ngon(z) € p(Ngor(z)) = Ng(3) =
{2,3}, temos p(H,) C {2,3}. Se existisse (z,a) € H, tal que p(x,a) = 2, entdo,
pela defini¢do do produto corona, p(Ngou(z,a)) = p({z} U ({z} x Ng(a))) C {2,3}.
Como p(z,a) = 2, terfamos p(Ngou(x,a)) = Ng(2) = {1,3}, contradi¢do, pois
1 ¢ {2,3}. Assim, p(H,) C {3}. Tomando (x,a) € H,, obtemos p(z,a) = 3 e
p(Neton (,)) = p({} U ({} x Ni(@))) € {3}. Contudo, p(Nesos (. @)) = Nin(8) =
{2, 3}, contradigao, pois 2 ¢ {3}. Portanto, p(z) # 3.

Concluimos que p(x) = 2 para todo x € V(G). Agora, se existisse zy € E(G),
entdo y € Ngop () e, portanto, 2 = p(y) € p(Ngon(z)) = Nr(p(x)) = Nr(2) = {1,3},
contradi¢do. Logo E(G) = 0, isto é, Gy = V(G).

Mostremos que Hy # (). Suponha, por contradi¢do, que Hy = (). Como p é
sobrejetora, existe w € V(G o H) tal que p(w) = 1. Como p(z) = 2 para todo x €
V(G), temos w = (z,a) € H, para algum z € V(G) e algum a € V(H). Como
Hy = 0, existe b € Ny(a). Pela defini¢do do produto corona, (x,b) € Ngoy(z,a). Como
p(Noor(z,a)) = Ng(1) = {2}, segue que p(x,b) = 2. Entretanto, x € Ngog(z,b)
e plx) = 2. Logo 2 = p(x) € p(Ngon(,b)) = Na(p(x,b)) = Nr(2) = {1,3},
contradi¢do. Portanto, Hy # ().

Mostremos, por fim, que Hy # V(H). Suponha, por contradicdo, que Hy, =
V(H). Como p é sobrejetora, existe z € V(G o H) tal que p(z) = 3. Como p(x) = 2 para
todo z € V(G), temos z = (z,a) € H, paraalgum x € V(G) e alguma € V(H). Como
a € Hy, pela defini¢do do produto corona, Ngop(x,a) = {z}. Assim, p(Ngon(z,a)) =
{p(x)} = {2}. Mas p(z,a) = 3, logo p(Ngon(x,a)) = Ng(3) = {2,3}, contradigéo.
Portanto, Hy # V (H ).

(<) Suponha que Gy = V(G), Hy # ) e Hy # V(H). Definap : V(G o H) —
{1,2,3} por p(z) = 2 paratodo x € V(G), e, para todo = € V(G) e todo a € V(H ), por

(2. 0) 1, sea € Hy,
x,a) =
b 3, sea¢ H,y.

Como Hy # 0 e Hy # V(H), existem a; € Hye az € V(H) \ Hy. Logo, para qualquer
r € V(GQ), p(x) =2, p(x,a1) = 1, p(x, a3) = 3, e, portanto, p é sobrejetora.

Verifiquemos a sobrejetividade local. Seja x € V(G). Como Gy = V(G), temos
Neon(z) = H,. Pela defini¢do de p e pelas escolhas de a; e a3, p(Ngog () = p(H,) =
{1,3} = Ng(2) = Ng(p(x)). Seja agora (z,a) € H,. Se a € Hy, entdo Ngoy(z,a) =
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{z}. Logo p(Ngon(z,a)) = {p(x)} = {2} = Nr(1) = Ng(p(z,a)). Se a ¢ Ho,
entdo Ny(a) # 0. Além disso, se b € Ny(a), entdo b ¢ H,. Pela defini¢do do produto
corona, Ngop(z,a) = {x} U ({z} x Ng(a)). Pela definicdo de p, p({z}) = {2} e
p({z} x Ng(a)) = {3}. Portanto p(Ngon (z,a)) = {2,3} = Ng(3) = Nr(p(z,a)).

Assim, paratodo z € V(Go H), p(Ngon(z)) = Nr(p(2)). Como p é sobrejetora,
p € uma 3 »-atribui¢@o de papéis de G'o H. O

Como perspectivas futuras, pretendemos investigar as condi¢des necessdrias e su-
ficientes para atribuicao de papéis quando o mapeamento nucleo—periferia ndo € estrita-
mente preservado.
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