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Abstract. We analyze the polytope associated with a formulation for the Ma-
ximum Balanced Spanning Subgraph problem in signed graphs. We show the
correspondence between facets induced by a signed subgraph and its switchings
(i.e., graphs obtained by inverting signs across any edge cut). Using this pro-
perty, we derive valid facet-defining inequalities for this polytope.

Resumo. Analisamos o politopo associado a uma formulagdo para o problema
do Subgrafo Gerador Balanceado Mdximo em grafos de sinais. Demonstra-
mos a correspondéncia entre facetas induzidas por um subgrafo de sinais e suas
comutagoes (i.e., grafos obtidos pela inversdo dos sinais de qualquer corte de
arestas do grafo). Utilizamos dessa propriedade para demonstrar desigualda-
des vdlidas indutoras de faceta nesse politopo.

1. Introducao

Um grafo de sinais, denotado por G = (V, E, o), é um grafo simples, com V' e F sendo
os conjuntos de vértices e arestas, respectivamente, e uma fungdo o : £ — {+,—} que
associa um sinal positivo ou negativo a cada aresta [Harary 1953]. Considere £ = {e €
E(G) : o(e) = +} e E- = {e € E(G) : o(e) = —} os conjuntos de arestas com
sinal positivo e negativo, respectivamente, do grafo G. Para todo S C V(G), sejam
E[S] = {w € E(G) : u,v € S} ed(S) = {uv € E(G) : u € S,v € V\ S} Um
grafo de sinais € dito balanceado se, e somente se, V' (G) pode ser particionado em duas
particdes S e S tais que E[S] U E[S] = E*(G) (ou equivalentemente, §(S) = E~(G)).

Um ciclo negativo é um ciclo cujo nimero de arestas negativas € impar. O conceito
de balanceamento também pode ser caracterizado pela inexisténcia de ciclos negativos.

Teorema 1 [Cartwright and Harary 1956] Um grafo de sinais é balanceado se, e so-
mente se, ndo possui ciclos negativos.

Para medir o quio préximo de um estado balanceado um grafo de sinais est4,
[Harary 1959] define diversas métricas, dentre elas o “line-deletion index”, que indica
o menor nimero de arestas a serem removidas para tornar um grafo de sinais balance-
ado. O problema tratado neste trabalho se desenvolve a partir desta métrica. Dado um
grafo de sinais, o problema Maximum Balanced Spanning Subgraph (MBSS) procura um
subconjunto de arestas, de tamanho miximo, que gera um subgrafo balanceado.
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Formulagdes de programacio inteira para esse problema foram apresentadas em
[Aref et al. 2020]. Neste trabalho, apresentamos propriedades do politopo de uma dessas
formulacdes. Em especial, exploramos a relagdo entre as facetas dos politopos associados
a um grafo de sinais e suas comutacdes. Uma comutacdo de um grafo de sinais G € o
grafo G° resultante da troca dos sinais de cada aresta em §(.9), para algum S C V(G).
Sabe-se que MBSS definido em G equivale a0 MBSS definido em G*° [Zaslavsky 1982].

Mostramos que toda faceta do politopo, induzida por uma estrutura do grafo de
sinais, associa-se a uma familia de facetas do politopo, cada uma correspondendo a uma
comutacdo desta estrutura. Utilizando destas propriedades, mostramos desigualdades
vdlidas que sdo indutoras de faceta para este politopo.

2. Formulacao de programacao inteira para o MBSS

O politopo estudado neste trabalho € associado a formulacdo XOR, apresentada por
[Aref et al. 2020]. Note que uma solu¢do do problema pode ser representada por uma
particao do conjunto de vértices em duas partes, que chamaremos zero € um, e a conse-
quente identificacdo das arestas a serem removidas do subgrafo gerador. Portanto, dado
um grafo de sinais G = (V, E* U E~), consideramos as varidveis bindrias:

1, se v esta na particio um
xvz{’ parte NveV

0, se v estd na parti¢do zero

1 S ida do subgraf d
Yo — { , se uv € removida do subgrafo gerador Vuv € B

0, caso contrério

A formulacdo XOR para o MBSS € definida como:

min Z Yur (D

weE
S.A. 1 Ty — Ty < Yuo Yuv € BT )
Ty — Tu < Yuo Yuv € ET 3)
11—z, — 2y < Yuo Yuv € B~ 4)
Tut+ Ty — 1 < Yuo Yuv € £~ 5
z, € {0,1} Vu eV (6)
Yur € {0,1} Vuv € E (7

As restri¢des (2)-(3) garantem que ndo haja arestas positivas no corte, enquanto (4)-(5)
asseguram que nao haja aresta negativa dentro de cada particdo.

O Teorema 1 também induz o seguinte conjunto de desigualdades validas:
S yw=1 VOECT @®)
weFR(C)

em que C'~ € o conjunto de todos os ciclos negativos de GG. As restrigdes (8) garantem que
pelo menos uma aresta de cada ciclo negativo deve ser removida. Tais restri¢cdes sdo em
nimero possivelmente exponencial, podendo demandar um procedimento de separacao.

Seja P((G) a envoltéria convexa dos pontos inteiros que satisfazem (2)-(7). A fim
de determinar as facetas desse politopo, primeiro estabelecemos a sua dimensao.
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Prop. 1 O politopo P(G) tem dimensdo cheia.

Derivamos também alguns resultados bdsicos da estrutura facial de P(G).
Prop. 2 Para todo u € V(G), z, > 0 e z, < 1 induzem facetas de P(G).
Prop. 3 Para todo uwv € E(G), Yu, < 1 induz faceta de P(QG).

Esse politopo possui uma propriedade util para caracterizagao de suas facetas:
uma desigualdade que induz faceta do politopo associado a um grafo de sinais H é
também indutora de faceta para o politopo correspondente a qualquer outro grafo que
contenha /' como subgrafo. Isto € apresentado formalmente no lema a seguir.

Lema 1 Seja H um subgrafo de G. A desigualdade ),y i) Moo+ 3 cc pimy PeYe = Ao
define faceta de P(H) se, e somente se, ela também define faceta de P(G).

Esse resultado, cuja prova € omitida por limitacao de espago, fornece uma ferra-
menta util para obter facetas nas proximas secoes.

3. Obtendo facetas via comutacao

Nesta secao mostramos a relagdo existente entre facetas dos politopos relacionados a
um grafo de sinais e suas comutagdes. Para isso, primeiramente, mostramos que existe
uma correspondéncia entre as solugdes do problema para um grafo de sinais e para uma
comutagdo sua qualquer. Mais ainda, tal correspondéncia preserva a afim-independéncia.
Sejam e e 0 os vetores formados, respectivamente, apenas por entradas 1 e 0.

Lema2 Sejan S CVeS =V\S. (vg,1g,y) é um ponto inteiro em P(G) se, e somente
se, (e — xg,xg,Yy) é um ponto inteiro em P(G?).

Prova. Seja x € B"™. Note que as restricdes (2)-(3) e (4)-(5) sdo equivalentes a:

Yuv > ’xu - .73'1,’ Yuv € E* (9)

Yuo > |T0 + 2y — 1] Yuv € B~ (10)
Defina 2y = e — x5 € 2’y = rg. Queremos mostrar que (s, zg,y) satisfaz (9)-(10) se, e
somente se, (9)-(10) também ¢ satisfeito para (', 2, y). Para todo uv € E[S] U E[S],

temos que z,, = =, e v, = x,,ouz, =1 — 2z, ez, =1— x, implicando em qualquer

caso |z, —x,| = |z, —x,| e |xy+x,—1] = |z, +2) —1]|. Paratodo uv € §(S5), temos, sem
perda de generalidade, que z;, = 1 — z, e ), = z,, levando a |z, — z,| = |z}, + 2! — 1].
Entio, o resultado segue de E(G®) = E*[S|U E*[S]Ud(S) e E~(G®) = E~[S] U
E-[S]U§+(S). O

Lema3 Sejan SCV,S=V\SeL C{l,....,n+m+1}. {(a5,25y"): (e L}é
um conjunto de pontos afins independentes em P (G) se, e somente se, {(e — x5, 25,y") :
¢ € L} é um conjunto de pontos afins independentes em P(G?).

Prova. Seja {(z§, 2%, y") : ¢ € L} um conjunto de pontos afim independente de P(G).
Pelo Lema 2, é suficiente mostrar que {(e — 2§, 2%, ") : £ € L} é afim independente, j&
que ele estd contido em P(G?®). Tome oy, £ € L, tais que: Y, ; (e —x§, 25, y") = 0e
> e 2 = 0.Entdo, Y-, ar(z§, 25, y°) = (e,0,0) 3, ap = 0. Como {(x§, 2%, ") :
¢ € L} é afim independente, segue que oy = 0 para todo ¢ € L. Logo, {(e — z%, x5, ") :
¢ € L} é afim independente. O

Como implicagdo direta destes lemas temos a seguinte proposicao:
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Prop.4 Sejam S CV e S =V \S. ngrs + mgrg + \y < mo é vdlida para P(G) se, e
somente se, Ts(e — xg5) + Tgrg + \y < 7o é vdlida para P(G®). Mais ainda, a primeira
desigualdade define faceta de P(G) se, e somente se, a segunda define faceta de P(G?).

E pelo Lema 1, esta proposi¢ao pode ser generalizada considerando apenas a comutacao
de um subgrafo de (G, como mostra o teorema:

Teorema 2 Sejam H um grafo de sinais, S C V(H) e S = V(H) \ S. Suponha H
subgrafo de G e H® subgrafo de um grafo G'. Entdo tgxg + Tgrg + AEEYEHE) < To
define faceta de P(G) se, e somente se, mg(e — xg) + 525 + Ap(myYpm) < To define
faceta de P(G").

Uma aplicacdo direta do Teorema 2 resulta na constatacdo de que todas as
restricdes da formulacdo XOR sdo facetas de P(G).

Prop. 5 As restricdes (2), (3), (4) e (5) sdo facetas de P(Q).

Prova. Seja H uma aresta positiva uv. Os pontos (., T, Yy ) iguais a (0,0,0), (1,1,0) e
(1,0, 1) estao em P(H), sdo afins independentes e satisfazem =, —x,, < y,, na igualdade,
mostrando que tal desigualdade induz faceta de P(H ). Aplicando o Teorema 2 para cada
S C {u,v}, sendo H® uma aresta negativa quando S = {u} ou S = {v}, concluimos
que (2), (3), (4) e (5) sdo facetas de P(G). d

4. Facetas de ciclo negativo

Os resultados da sec@o anterior nos auxiliam a caracterizar facetas induzidas por certas
estruturas, e suas comutagdes, contidas em um grafo de sinais. Em particular, podemos
usd-los para mostrar que as desigualdades de ciclo negativo (8) induzem faceta de P(G).
Para isso, primeiro formalizamos o resultado para ciclos com apenas uma aresta negativa.

Lema 4 Se C é um ciclo com uma tinica aresta negativa, entdo a desigualdade (8) define

faceta de P(C).

Prova. Seja (uq, . . ., u,, uyr1 = uy) a sequéncia circular de vértices de C', com E~ (C) =
{upui }. Paracadai € {1,...,p}, sejam 2’ € B" e y* € B™ os pontos com coordenadas
1 indexadas por u1, ..., u; € usu;+1. Os pontos (z*,y') e (e — z',y"), parai = 1,...,p,
estdo na face definida por (8) e s@o afins independentes. 0

Usando o Teorema 2, resta mostrar que qualquer ciclo negativo pode ser obtido
pela comutacdo de um ciclo com uma aresta negativa para obter o seguinte resultado:

Teorema 3 Se C é um ciclo negativo de G, a desigualdade (8) define faceta de P(G).

Prova. Seja C’ o ciclo obtido de C' com a contracdo de suas arestas positivas. Cada vértice
v de C' representa a unido dos vértices U, de C ligados por um caminho de arestas posi-
tivas de C. Seja Ecv = E(C"), como C’ possui um nimero impar de arestas, existe uma
particdo S’, 5" = V(C") \ S’ dos vértices de (', tal que |Ec:[S']| = 1 e |E[S’]]| = 0. Tal
particdo pode ser obtida escolhendo para S’ um par de vértices adjacentes e, em seguida,
vértices alternados na sequéncia do ciclo. Note que S = |J,.q Up € S = |, 5 Us s80
uma particdo de V(C') e que ¢ (S’) = dc(S) contém todas as arestas negativas de C,
exceto uma, a que estd em E¢[S]. Logo, o ciclo comutado C*® tem uma tnica aresta ne-
gativa, e este ciclo estd no grafo comutado G°. Segue dos Lemas 4 e 1 que a desigualdade
> ccn(cs) Ye = 1 define faceta de P(C?) e de P(G®). O Teorema 2 garante, entdo, que
ela também induz faceta de P(G). O
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