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Abstract. An edge cover problem on graphs seeks a family of subsets of edges
of the graph with a given property such that their union is exactly the edge set of
the graph. [Harary and Schwenk 1972] defined m*(G) as the size of a minimum
edge cover of G such that all subsets in the covering are simple paths in G. In
this work we determine 7 (G) for a cactus G.

Resumo. Um problema de cobertura de arestas em grafos procura por uma
familia de subconjuntos de arestas do grafo com uma determinada propri-
edade tal que sua unido seja exatamente o conjunto de arestas do grafo.
[Harary and Schwenk 1972] definiu 7*(G) como o tamanho de uma menor co-
bertura de arestas de G de forma que todos os subconjuntos na cobertura sdo
caminhos simples em G. Neste trabalho, determinamos 7*(G') para um cacto G.

1. Introducao

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que uma colecdo de subconjuntos de arestas
F ={E\, By, ..., Ey} éuma cobertura das arestas de G se | JI_, E; é exatamente E(Q).
Equivalentemente, para toda aresta e de G, existe a0 menos um £; € Ftalque e € FE;. Se
os elementos de JF sdo dois-a-dois disjuntos, chamamos F de uma decomposicdo de G.
Em geral, quando se estuda coberturas de arestas e decomposi¢des de grafos, o objetivo
¢ encontrar a menor familia F que cobre (decompde) as arestas do grafo de modo que
todos os elementos da familia possuam uma propriedade pré-determinada.

[Harary and Schwenk 1972] introduziram os pardmetros 7(G) e 7*(G) que deno-
tam os menores tamanhos, respectivamente, de uma decomposi¢do por caminhos e de uma
cobertura por caminhos de (G. Os autores também iniciaram o estudo destes parametros
em algumas classes de grafos. Em particular, se 7' € uma arvore com p vértices impares
e ¢ vértices folhas, entdo 7(7') = ?2 e n*(T) = [¢/2] [Harary and Schwenk 1972] e,
se G = K, entdo 7(G) = 7*(G) = [/2] [Lovész 1968, Harary and Schwenk 1972].

E sabido que os problemas de, dados um grafo G e k € N, decidir se m(G) =2o0u
7 (G) = 2 sdo NP-completos mesmo para grafos de grau maximo < 4 [Péroche 1984].
[Fan 2002] provou que 7*(G) < [n/2] para todo grafo (G, mas o valor exato de 7* ou
algoritmos para computa-lo em outras classes de grafos ndo sdo conhecidos.

Como o valor de 7* € conhecido para arvores e os grafos cactos formam uma su-
perclasse das arvores, € natural se perguntar se conseguimos obter o valor exato de 7* para
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essa classe. [Moran and Wolfstahl 1991] estudaram o problema de obter uma cobertura
de vértices por caminhos disjuntos em vértices € mostraram um algoritmo linear para cac-
tos que produz uma tal cobertura. [Jin and Li 2006] estudaram uma variante deste mesmo
problema em que os caminhos ndo podem ter mais que k vértices e também apresentaram
um algoritmo polinomial que encontra uma menor tal cobertura para cactos. Com relagao
a cobertura de arestas, [Arumugam and Suseela 1998] mostraram o valor exato de 7(G)
quando G é um grafo uniciclico, uma subclasse dos grafos cactos. Neste trabalho, nds
determinamos o valor exato de 7*(G) quando G é um grafo cacto.

2. Preliminares

Um grafo G € um cacto se, e somente se, toda aresta de G pertence a no maximo um ciclo
e G é conexo. Equivalentemente, todas as componentes 2-conexas de GG sdo isomorfas a
um K5 ou a um ciclo e G é conexo. De agora em diante, G € um grafo cacto ndo-isomorfo
a Cy,, amenos que dito o contrario. Um vértice de G' é uma folha se dg(v) = 1. Se G — v
¢ desconexo, entdo v € uma articulagdo de G. Um ciclo C de G é chamado de um ciclo
folha se no maximo um vértice de C' é uma articulagao.

Dado um ciclo C' e um vértice a de C, dizemos que um vértice v de C' € um vértice
antipodal de a em C' se v possui a maior distincia a a no ciclo. Note que, em ciclos pares,
cada vértice possui exatamente um vértice antipodal, enquanto que, em ciclos impares,
cada vértice possui exatamente dois vértices antipodais. Denote por apc(a) o conjunto
de vértices antipodais de a em C. Seja P um caminho e u, v dois vértices de P. Denote
por P(u,v) o subcaminho de P com extremidades u e v.

Considere agora um ciclo C' de G com exatamente duas articulagées, tal que a é
uma articulagéo de C' com dg(a) = 3 e b é o vizinho de a que ndo pertence a C'. Suponha
que G é um caminho induzido com vértices (a,b,...,[), onde [ é uma folha. Seja
P C V(@) o conjunto de vértices que induz o caminho de b até . Neste caso, dizemos
que C' € um ciclo com rabo e que P é rabo de C. Note que C' € um ciclo folha de G — P.
A Figura 2 mostra um cacto com alguns ciclos com rabo e uma cobertura 6tima.

Para um grafo cacto G qualquer, denote por ¢(G) e £(G) o nimero de ciclos folhas
de GG e o nimero de vértices folhas de (7, respectivamente.

3. Computando o valor de 7* para cactos

Seja G~ o grafo obtido de GG pela remocao dos rabos de todos os ciclos com rabos,
transformando-os em ciclos folhas. O seguinte lema, cuja demonstracdo estd no apéndice,
nos diz que podemos remover os rabos de todo ciclo com rabo de G sem afetar o tamanho
de uma cobertura tima.

Lema 1. Seja C um ciclo com rabo de G e P o rabo de C. Entdo 7*(G — P) = 1*(G).

Sejam C(G~) = {C4,...,Cyc} e LIGT) = {li,...,lyc-)} os conjuntos, res-
pectivamente, de ciclos folhas e vértices folhas de G~. Denote por a(C;) a articulagdo
de C; € C(G™). Para cada C; € C(G™), fixe uma ordenagdo ciclica (vg, vy, ...,V 1)
dos vértices de C;. Vamos chamar o sentido crescente dos indices dos vértices de direcdo
positiva de C;, fixando consequentemente a o sentido oposto como a direcdo negativa.
Para simplificar, vamos abusar um pouco da notagdo, utilizando ap¢, (z) para denotar um
tinico e fixo vértice antipodal de x em C;, mesmo que C; seja impar.
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Suponha que ¢(G~) > 3. Vamos criar um grafo completo auxiliar H =
(C(G™), Ey) e escolher um ciclo Hamiltoniano C'y; de H. Assuma primeiro que ¢(G~
é par e considere uma 2-aresta-coloracdo prépria que atribui um rétulo de {+,—} a
cada aresta de C'y. Observe que cada C; € C(G~) possui exatamente um vizinho
de uma aresta rotulada com + e um vizinho de uma aresta rotulada com —. Para
cada C; € C(G7), denote por C; e C; tais vizinhos, respectivamente. Seja Q; (Q;)
um caminho de apc,(a(C;)) até ap+(a(C;")) (apo-(a(C;))) seguindo a dire¢do posi-
tiva (negativa) em ambos os ciclos. Convencionamos que, para uma aresta positiva (nega-
tiva) C;C}, os caminhos Q; e Q;r (Q; e Q) sdo os mesmos. Definimos entdo a familia

Q={Q,Q |CieC@G)}

No caso em que ¢(G~) é impar, defina um terceiro rétulo “+—" e considere a 3-
aresta-coloragdo propria de C'y em que a aresta C'; C (- recebe o rétulo +— e as demais
arestas de C'y recebem rétulos + ou — alternadamente, sem perda de generalidade. Temos
entdo que o rétulo de C1C; € +, o rétulo de Cog-)—1Cyg-) € —, € o rétulo de C1C )
é +—. Logo Q] cobre a “metade positiva” de C; e QC’(G,) cobre a “metade negativa”
de C(-). Defina entdo QIL;(G—) como o caminho que passa pela “metade negativa” de C
e vai até a “metade positiva” de C(g-). Neste caso, defina Q = {Qf, QY ;4 @y} U
{QF, Q7 |2<i<c(G)}

No caso em que ¢(G~) = 2, definimos Q composto por exatamente dois caminhos
QIQ e ()15, um deles cobrindo as metades positivas de C; e C; e 0 outro cobrindo as
metades negativas. Se ¢(G~) = 0, tomamos Q = {0}.

Em todos os casos anteriores, a familia Q tem tamanho ¢(G~) e cobre todos os
ciclos folhas.

Agora, seja I?; ; um caminho entre uma folha /; e uma folha [; em G~. De-
fina a familia de caminhos R = {Ryi_12 | 7 < [U(G7)/2]} U {Ruc,; |
para algum j fixo, se {(G~) for impar}. Veja que R tem tamanho [¢(G~)/2] e cobre
todas as arestas incidentes em vértices folhas. Os lemas a seguir nos ajudardo a cobrir

arestas (possivelmente) ndo cobertas por P = Q UR.
Lema 2. Se existe uma aresta de corte e de G~ ndo coberta por P = Q U 'R, entdo

podemos obter uma cobertura P’ que cobre e, todas as arestas de P e tal que |P’'| = |P|.

Demonstracdo. Sejam u e v as extremidades de e. Veja que G~ — e possui exatamente
duas componentes GG, e G, e que devem existir caminhos P;, P, € P tais que P, C G,
e P, C G, caso contrdrio, um caminho entre um vértice de G, e G, necessariamente
passaria por e e, portanto, e estaria coberta por P. Sejam x;, y; extremidades de F;. Seja
ainda b; (by) um vértice interno de P, (/%) tal que ou by = u (b = v) ou existe um
caminho B, ,, (B, ) de by (b2) para u (v) de forma que B, , (P, ,) ndo usa arestas
de P, (P). Observe que by e by sempre existem. Defina entdo P/ = Pi(xq1,b1) U By, , U
eU Pbg,v U Pg(bg,l‘g) € PQ, = Pz(yg, bQ) U Pbg,v UeU thu U Pl(bl, yl) Veja que 7)/ =
(P\{P1, P,})U{P], P;} cobre as mesmas arestas que P cobre, além de cobrir também e.
A Figura 1 ilustra o argumento dado neste lema. ]

Lema 3. Se existe uma aresta e de um ciclo C' de G~ ndo coberta por P = QU 'R, entdo
podemos obter uma cobertura P’ que cobre e, todas as arestas de P e tal que |P’'| = |P).

Com isso, conseguimos calcular 7*(G) em termos de G~
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(a) e nao coberta: P, CG, , P,CG, . (b) Re-roteamento: P| e P, cobrem e=uuv.

Figura 1. llustra¢dao do argumento utilizado no Lema 2, fazendo o re-roteamento
de dois caminhos de P em componentes diferentes de G — e.

Teorema 4. Seja G um grafo cacto. Entdao 7*(G) = ¢(G™) + [((G7)/2].

Demonstragdo. Basta mostrarmos que 7*(G~) = ¢(G~)+[¢(G~)/2], pelo Lema 1. Veja
que 7(G~) > ¢(G™) + [€(G™)/2], pois cada caminho cobre no maximo dois vértices
folhas e cada ciclo folha de G~ necessita de no minimo dois caminhos para cobri-lo.
Mostraremos a seguir que 7*(G~) < ¢(G™) + [¢(G™)/2].

Se P = Q U R for uma cobertura das arestas de G, ndo precisamos fazer mais
nada. Assuma entdo que existe uma aresta e € F/(G~) que ndo é coberta por P. Veja
que, como G~ € um cacto, entdo toda aresta e ou é uma aresta de corte ou faz parte de
um ciclo. Entéo, pelos Lemas 2 e 3, conseguimos obter uma nova familia de caminhos P’
que cobre todas as arestas que P cobre, além de cobrir também e.

Podemos aplicar os Lemas 2 e 3 repetidamente, fazendo re-roteamentos de cami-
nhos e aumentando estritamente a quantidade de arestas cobertas iterativamente até cobrir
todo o grafo, mantendo sempre a mesma quantidade de ¢(G~) + [¢(G~)/2] caminhos.

Resta somente o caso em que ¢(G~) = 1. Neste caso, seja a a articulagdo do tnico
ciclo folha de G~. Remova todos os vértices do ciclo folha com exce¢do de a e pendure
em a dois novos vértices folhas x; e x5, obtendo um novo grafo G tal que c(@) = 0.
Como ja provamos que o teorema vale para o caso em que o grafo ndo possui ciclos

~

folhas, temos que 7*(G) = W(G)/ﬂ =14+ [(G7)/2] =c(G7)+ [€(G)/2]. Observe

que uma cobertura 6tima de G pode ser adaptada para obter uma cobertura de G~ [
Gy Cy
(a) Um grafo cacto G. (b) G~ e seus ciclos folhas C1, C> e Cs.

Figura 2. llustracdao de um grafo cacto, o grafo resultante apds a poda dos seus
rabos e uma cobertura por caminhos obtida como no Teorema 4.
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