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Abstract. A locally identifying coloring (lid-coloring) is a proper vertex co-
loring in which adjacent vertices with distinct closed neighborhoods must be
distinguished by the sets of colors appearing in those neighborhoods. The lid-
chromatic number χlid(G) of a graph G is the minimum number of colors re-
quired in such a coloring. In this work we investigate the lid-chromatic number
of a subclass of split-comparability graphs, characterized by a more restricted
neighborhood structure, deriving exact expressions for χlid(G) depending on
the structural decomposition of the graph and analyzing the effect of removing
twin vertices.

Resumo. Uma coloração de identificação local (lid-coloração) é uma
coloração própria de vértices tal que vértices adjacentes com vizinhanças fe-
chadas distintas devem ser distinguidos pelos conjuntos de cores presentes nes-
sas vizinhanças. O número lid-cromático χlid(G) de um grafo G é o menor
número de cores necessário em uma lid-coloração. Neste trabalho investigamos
o número lid-cromático de uma subclasse de grafos split-comparabilidade, ca-
racterizada por uma estrutura de vizinhança mais restrita, obtendo expressões
exatas para χlid(G) em função da estrutura do grafo e analisando o efeito da
remoção de vértices gêmeos.

1. Introdução
Consideramos grafos finitos, simples e não direcionados. Para um grafo G = (V,E), a
vizinhança aberta (fechada) de um vértice v ∈ V (G) é o conjunto N(v) = {u ∈ V (G) |
vu ∈ E(G)} (N [v] = N(v) ∪ {v}). Seja S ⊆ V (G). Denotamos por N [S] o conjunto⋃

u∈S N [u]. Dois vértices u e v são gêmeos verdadeiros se N [u] = N [v] e gêmeos falsos
se N(u) = N(v). Denotamos por [k] o conjunto {1, 2, . . . , k}.

O problema da coloração própria de vértices consiste em atribuir cores aos
vértices de um grafo de tal forma que vértices adjacentes tenham cores diferentes. O
número mı́nimo de cores necessárias para colorir propriamente um grafo G é seu número
cromático, denotado por χ(G). Seja c : V (G) → N∗ uma coloração própria de vértices
de G. Para S ⊆ V (G), definimos c(S) como o conjunto de cores atribuı́das aos vértices
em S. Uma coloração própria de vértices c de um grafo é chamada de coloração de
identificação local (lid-coloração) se para cada par de vértices adjacentes u e v tem-se
que se N [u] ̸= N [v], então c(N [u]) ̸= c(N [v]). O número cromático de identificação lo-
cal do grafo G, denotado por χlid(G), é o menor número de cores necessárias em qualquer
lid-coloração de G. Na Figura 1(a) temos um grafo G e sua lid-coloração mı́nima com

46º Congresso da Sociedade Brasileira de Computação (CSBC 2026), Gramado/RS

11º Encontro de Teoria da Computação (ETC 2026)

1



c(N [v1]) = {1, 2, 3}, c(N [v2]) = c(N [v3]) = {1, 2, 3, 4}, c(N [v4]) = c(N [v5]) = {1, 3}
e c(N [v6]) = c(N [v7]) = {2, 3, 4}.

v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

1 2 3

3 3 4 4

(a)

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

a1 a2 a3 b3 b2 b1

Kp Kt Kq

Sp St Sq

(b)

Figura 1: Em (a) um exemplo de lid-coloração e em (b) um grafo split-comparabilidade
onde as arestas da clique K = Kp ∪Kt ∪Kq foram omitidas.

A lid-coloração foi introduzida em 2012 [Esperet et al. 2012], quando foram
apresentados vários limites para χlid(G), incluindo grafos planares, subclasses de
grafos perfeitos e grafos com grau máximo limitado. Foi demonstrado que todo
grafo bipartido G tem χlid(G) ≤ 4 e que decidir se um grafo bipartido é 3-
lid-colorı́vel é um problema NP-completo. Para qualquer grafo planar G, tem-se
χlid(G) ≤ 1280 [Gonçalves et al. 2013]. Resultados sobre produtos de grafos e gra-
fos cordais podem ser encontrados em [Bhyravarapu et al. 2023, Oliveira et al. 2023,
Oliveira et al. 2024a, Oliveira et al. 2024b].

Neste trabalho investigamos o número lid-cromático de uma subclasse de gra-
fos split-comparabilidade, caracterizada por uma estrutura de vizinhança mais restrita,
obtendo expressões exatas para χlid(G) em função da estrutura do grafo e analisando o
efeito da remoção de vértices gêmeos.

2. Lid-coloração em grafos split-comparabilidade
Uma clique é um conjunto de vértices que induz um grafo completo. Um conjunto inde-
pendente de um grafo G é um conjunto de vértices que induz um grafo vazio. Um grafo
split G = [K,S] é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em uma cli-
que K e um conjunto independente S. O número lid-cromático de um grafo split conexo
G satisfaz os limites |K| + 1 ≤ χlid(G) ≤ 2|K| − 1, quando K e S são não vazios. Um
grafo G é denominado grafo de comparabilidade se admite uma orientação transitiva de
suas arestas. Dizemos que G é um grafo split-comparabilidade se G pertence simulta-
neamente às classes dos grafos split e dos grafos de comparabilidade. Ortiz e Villanueva
[Ortiz and Villanueva 2010] caracterizaram esses grafos da seguinte forma.

Teorema 1 [Ortiz and Villanueva 2010] Um grafo split G = [K,S] é um grafo de com-
parabilidade se, e somente se, K pode ser ordenado v1 ≺ v2 ≺ · · · ≺ vr e Kp = [v1, vp],
Kq = [vq, vr] e Kt = K\(Kp ∪ Kq) tal que, para qualquer s ∈ S, N(s) tem uma das
seguintes formas: i) [v1, vi], i ≤ p; ii) [vj, vr], q ≤ j ≤ r; iii) [v1, vi] ∪ [vj, vr], para i ≤ p
e q ≤ j ≤ r.

Dado G = [K,S], a partição [Kp, Kt, Kq] de K, definida no Teorema 1, induz
Sq (vértices de S não adjacentes a Kp), Sp (não adjacentes a Kq) e St = S \ (Sp ∪ Sq),
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formando a partição [Kp, Kt, Kq, Sp, St, Sq] de V (G) (Figura 1(b)). Escrevemos G =
[Kp, Kt, Kq, Sp, St, Sq] e assumimos s.p.g. |Sp| ≥ |Sq|. Usamos |K| = k, |Sp| = w,
|Sq| = z; vértices vi ∈ K, aℓ ∈ Sp e bf ∈ Sq ordenados por grau crescente; todo vi
com N [vi] = V (K) pertence a Kt. No restante do trabalho, consideramos grafos split-
comparabilidade com |K| ≥ 3 e St = ∅, salvo menção em contrário.

Lema 2 Seja G um grafo split-comparabilidade com Sp ̸= ∅ e Sq ̸= ∅. Para qualquer
lid-coloração c de G, vale c(Sp) ̸= c(Sq).

Prova. Como N [v1] = V (K) ∪ Sp, tem-se c(N [v1]) = c(K) ∪ c(Sp). Analogamente,
N [vk] = V (K) ∪ V (Sq), logo c(N [vk]) = c(K) ∪ c(Sq). Como v1 e vk são adjacentes e
N [v1] ̸= N [vk], a condição de lid-coloração exige c(N [v1]) ̸= c(N [vk]), o que implica
c(Sp) ̸= c(Sq). □

Para analisar os limites inferiores, particionamos Sp em classes de gêmeos falsos.
Seja T = {T1, . . . , Tℓ} uma partição de Sp (resp. Sq) em classes de gêmeos falsos, com
d(ai) < d(aj) para ai ∈ Ti, aj ∈ Tj , i < j. Uma cor xi ∈ c(Ti) é exclusiva em T se
xi /∈

⋃
j ̸=i c(Tj) ∪ c(K).

Lema 3 Em qualquer lid-coloração c de G: (i) para todo i ∈ [ℓ − 1], existe uma cor
xi ∈ c(Ti) exclusiva em T ; (ii) existe uma lid-coloração mı́nima na qual todos os vértices
de cada Ti recebem a mesma cor.

Prova. (i): Por simetria, seja T partição de Sp. Suponha, por contradição, que
c(Ti) \

(⋃
j ̸=i c(Tj) ∪ c(K)

)
= ∅ para i mı́nimo. Então (c(Ti) \ c(K)) ⊆

(
⋃

j>i c(Tj) \ c(K)). Para vi ∈ N(Ti) e vj ∈ N(Ti+1), temos N [vj] ⊊ N [vi]
com NSp [vi] =

⋃
j≥i Tj e NSp [vj] =

⋃
j>i Tj . A ausência de cor exclusiva em Ti implica

c(N [vi]) = c(N [vi+1]), contradizendo a lid-coloração. (ii): Seja c lid-coloração mı́nima.
Por (i), para i ∈ [ℓ − 1] existe xi ∈ c(Ti) exclusiva; atribua c′(a) = xi para todo a ∈ Ti

e uniformize Tℓ com qualquer cor de c(Tℓ). Tem-se |c′| ≤ |c|. Como as vizinhanças em
Kp são aninhadas e cada xi é exclusiva, c′(N [vd]) ̸= c′(N [vj]) para vd, vj ∈ Kp com
N [vd] ̸= N [vj], logo c′ é lid-coloração mı́nima. □

Lema 4 Seja G um grafo split-comparabilidade. Para qualquer par de gêmeos falsos
u,w ∈ S, temos χlid(G) = χlid(G− w).

Prova. Pelo Lema 3(ii), existe uma lid-coloração mı́nima com c(u) = c(w), pois u e w
pertencem à mesma classe Ti. Como N(u) = N(w), atribuir a mesma cor a ambos não
viola a coloração própria nem altera os conjuntos de cores nas vizinhanças fechadas de
nenhum vértice de K. Portanto, χlid(G− w) = χlid(G). □

Lema 5 Seja G um grafo split-comparabilidade com S livre de gêmeos falsos. Então:

(i) χlid(G) ≥ |K|+ |Sp| − 1;
(ii) se K = Kp, ou Kt ̸= ∅, ou (Kt = ∅ e |Sp|−|Sq| ≤ 1), então χlid(G) ≥ |K|+|Sp|;

(iii) se Kt ̸= ∅ e |Sp| = |Sq|, então χlid(G) ≥ |K|+ |Sp|+ 1.
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Prova. A clique K é colorida com |K| cores distintas. Para (i): pelo Lema 3, cada Ti com
i ∈ [ℓ− 1] possui uma cor exclusiva, de modo que os vértices de Sp requerem pelo menos
|Sp| − 1 cores novas, possivelmente reutilizando uma cor de K no último elemento. Para
(ii): se Kt ̸= ∅, existe vj ∈ Kt com c(N [vj]) = c(K). Se c(aw) ∈ c(K), então para
vℓ ∈ N(aw) tem-se c(N [vℓ]) = c(K) = c(N [vj]), contradizendo a lid-coloração. Se
K = Kp, reutilizar uma cor de K em aw violaria a coloração própria. Nos dois casos,
Sp exige |Sp| cores novas. Se Kt = ∅ e |Sp| − |Sq| ≤ 1: suponha, por contradição, que
|Sp| − 1 cores extras sejam suficientes. Então c(aw) ∈ c(K) e c(bz) ∈ c(K), implicando
c(N [vp]) = c(N [vq]) = c(K), contradição. Para (iii): por (ii), χlid(G) ≥ |K| + |Sp|.
Como |Sp| = |Sq|, se apenas |Sp| cores extras fossem usadas, as mesmas cores seriam ne-
cessárias para distinguir Kp e Kq, implicando c(Sp) = c(Sq), o que contradiz o Lema 2. □

O resultado principal a seguir caracteriza o número lid-cromático de grafos split-
comparabilidade quando Sp ̸= ∅ e St = ∅.

Teorema 6 Seja G = [Kp, Kt, Kq, Sp, St, Sq] com Sp ̸= ∅, St = ∅ e S livre de gêmeos
falsos.

Se Sq = ∅, então χlid(G) = |K|+ |Sp|.

Se Sq ̸= ∅ e Kt = ∅: χlid(G) =

{
|K|+ |Sp|, |Sp| − |Sq| ≤ 1,

|K|+ |Sp| − 1, |Sp| − |Sq| > 1.

Se Sq ̸= ∅ e Kt ̸= ∅: χlid(G) =

{
|K|+ |Sp|, |Sp| > |Sq|,
|K|+ |Sp|+ 1, |Sp| = |Sq|.

Prova. Os limites inferiores seguem do Lema 5. Para os limites superiores, defina a
coloração c como segue:

c(vi) = i, i ∈ [k];

c(aℓ) = k + ℓ, ℓ ∈ [w − 1];

c(aw) =

{
k + w, se Sq = ∅, ou |Sp| − |Sq| = 1, ou Kt ̸= ∅,
k, caso contrário;

c(bf ) =

{
k + f, se |Sp| > |Sq| ou Kt = ∅,
k + f + 1, caso contrário.

□

Considerações finais. Investigamos também o efeito da remoção de gêmeos ver-
dadeiros da clique K. Quando |K| ≥ 4, remover um deles reduz χlid(G) em exatamente
uma unidade: o grafo resultante preserva |Sp| e |Sq| e reduz |K| em uma unidade, man-
tendo a estrutura de Kt, de modo que o mesmo caso do Teorema 6 se aplica com |K| − 1.
Para |K| ≤ 3, esse comportamento não é garantido. Como trabalho futuro, pretendemos
investigar o caso St ̸= ∅.
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