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Abstract. Given a graph G = (V, E), the spectrum of a given parameter in the
graph is the set of values this parameter assumes over all possible orientati-
ons of G. In this work, we present the spectrum of the interval number for the
P convexity, denoted by Si(G) = {m—p3> (D) | D is an orientation of G}. We
prove that this spectrum is continuous, meaning it forms an interval of consecu-
tive integers. Furthermore, we explicitly determine the spectrum of the interval
number for trees, paths, and cycles

Resumo. Dado um grafo G = (V, E), o espectro de um determinado para-
metro no grafo é o conjunto de valores que este pardmetro assume em todas
as orientacoes possiveis de GG. Neste trabalho apresentamos o espectro do
niimero de intervalo da convexidade Ps, denotado por Sz (G) = {inp,(G) |
D é uma orientacdo de G}, e mostramos que é continuo, isto é, é um intervalo
de inteiros. Além disso, calculamos explicitamente o espectro do niimero de
intervalo para drvores, caminhos e ciclos.

1. Introducao

A teoria da convexidade em grafos é uma drea que busca adaptar os conceitos de topologia
e geometria continua em um ambiente discreto. Naturalmente, o estudo da convexidade
se estende aos grafos orientados. Dentre os vérios tipos de convexidade estudados, as
convexidades baseadas em caminhos, mais especificamente a convexidade ]3; onde um
vértice € gerado por um conjunto se possui vizinhanga de entrada e vizinhanga de saida
neste conjunto, introduzida em [Erdos et al. 1972], serd o foco deste trabalho.

Um dos principais parametros estudados na convexidade em grafos orientados é
o niimero de intervalo, introduzido na convexidade geodésica [Harary et al. 1993], deno-
tado por in(G). Como todos os resultados apresentados sdo referentes a grafos orientados
. . = L Leqe — . .
e especificamente na convexidade Ps, serd utilizado in (D), onde D é um grafo direcio-
nado.

Na convexidade F;:, a func¢do de intervalo .T_I:»:,,,>(u, v) retorna todos os vértices de
D que pertencem a (u, v)-caminhos (ou (v, u)-caminhos) direcionados que possuem exa-
tamente 3 vértices [Erdds et al. 1972]. Dado um subconjunto de vértices S C V (D), se
1_133> (S) = V(D), temos que S é um conjunto de intervalo de D. E possivel obter vérios
conjuntos de intervalo e a cardinalidade minima dentre todos os conjuntos de intervalo é
o niimero de intervalo m(D)
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Figura 1. Os vértices em cinza formam um conjunto de intervalo com cardinali-
dade 5.

O espectro em um determinado parametro € o conjunto de valores que o para-
metro assume em todas as orientacdes possiveis de um grafo. O objetivo deste tra-
balho € analisar o espectro do niimero de intervalo na convexidade P; denotado por
Sg(G) = {in(D) | D éuma orientagdo de G}. Dizemos que o espectro ¢ continuo
quando o parametro assume todos os valores inteiros no intervalo entre o limite inferior e
o limite superior.

2. Continuidade do espectro na convexidade Ps

Dado um grafo G, se encontramos as orientagdes D™ e D~ desse grafo que tornam o
seu nimero de intervalo mdximo e minimo, respectivamente, gostariamos de poder afir-
mar que existe uma orientagdo Dy, que, para qualquer nimero inteiro k entre in(D*) e
%(D*), faz que in(Dy) = k, isto €, todos os inteiros no intervalo entre os elementos
méximo e minimo do espectro também pertencem ao espectro, assim o espectro € um
intervalo de inteiros e dizemos que é continuo.

Essa continuidade do espectro ndo acontece para todos os grafos em todas as
convexidades, mas para qualquer grafo o espectro do nimero de intervalo na convexidade
]3; € continuo; para mostrar isso, utilizaremos o seguinte lema.

Lema 2.1. Se D é um grafo orientado e D' é uma orientagdo obtida ao inverter o sentido
de exatamente um arco de D, entdo |in(D) — in(D")|< 1.

Demonstracdo. Seja S um conjunto de intervalo minimal no grafo orientado D e, assim,
inp,(D) = |S|. Sendo, também, D’ uma orientacdo obtida invertendo o arco (u,v) €
A(D),logo V(D") =V(D)e A(D') = (A(D) — {(u,v)}) U{(v,u)} e S’ um conjunto
de intervalo minimal em D’.

Vamos mostrar que nos casos que |S|# |.S’| a diferenca entre os nimeros de inter-
valo é de 1.

Caso 1: u,v ¢ Souu,v €S

Note que S também € um conjunto de intervalo em D', logo in(D') < in(D).

Suponha, entdo, que |.S’|< |S|.

Temos, em D', que todo vértice w € V(D'), w € S’ ou w possui um vizinho de
entrada e um vizinho de saida em S’. E, também, ndo ocorrem os casos que u,v € S’ e
u,v ¢ S’. De fato, nesses casos, S’ também seria um conjunto de intervalo em D, o que
¢ absurdo pela minimalidade de S.

Supondo, entdo, que u € S’ e v ¢ S’, assim, em D, para todo w € V(D) — {v},
w € 5" ou w possui um vizinho de entrada e um vizinho de saida que pertence a .S’, logo
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S" U {v} é um conjunto de intervalo de D e, assim, |S’|< |S|< |9 U {v}|= |S'|+1;
portanto, in(D) = in(D’) + 1. Vale notar ainda que, em D, v ndo pode ter vizinho de
saida em S’, pois, caso ocorresse, S’ seria conjunto de intervalo de D, o que é absurdo
pela minimalidade de S. Essa observacdo é equivalente a dizer que u € o Unico vizinho
de saida de v em D'.

Anélogo ao pardgrafo anterior, supondo u ¢ S’ e v € ', temos que S’ U {u} é
. . : -
conjunto de intervalo em D e, portanto, in(D) = in(D’) + 1.

Caso2:uec Sev¢S

Perceba que, sendo S’ um conjunto de intervalo minimal em D', pelo caso anterior,
ndo precisamos fazer os casos que u,v € S" e u,v ¢ S’ para evitar repeticao.

Supondo u € S" e v ¢ S’, temos que, se |S’|< |S|, entdo, para todo w € V(D) —
(S U {v}) existem vizinho de entrada e vizinho de saida de w que pertence a S’, logo
S_;U {v} é conjunto de intervalo de D e, assim, |S’|< |S|< |S"U {v}|= |S|+1; portanto,
in(D) = in(D’)+1. Analogamente, se |S|< |S’|, entdo, paratodow € V(D')—(SU{v})
existem vizinho de entrada e vizinho de saida de w que pertence a .S, logo S U {v} é
cgnjunto de intervalo de D' e, assim, |S|< |S|< |S U {v}|= |S|+1; portanto, in(D') =
in(D) + 1.

Com uma argumentagdo andloga a do paragrafo anterior, supondo que u ¢ S’ e
v e S, se|S< |S], entdo S” U {u} é conjunto de intervalo de D, portanto in(D) =
in(D") + 1. E, se |S|< |57, entdo S U {u} é conjunto de intervalo de D', portanto,
— —
in(D") =in(D) + 1.
Caso3:u¢ SeveS

Est4 totalmente provado pelos casos anteriores. [

O resultado da continuidade do espectro pode ser visto como um teorema a partir
do resultado anterior, e esta enunciado a seguir.
Teorema 2.1. Para qualquer grafo, o espectro do niimero de intervalo na convexidade F;
é continuo, isto é, se ki, ky € S5 (G) e ki <k < ko, k €N, entdo k € S5 (G).

Ideia da demonstragdo. Quaisquer duas orientacdes de um grafo G podem ser obtidas,
uma da outra, por uma sequéncia de mudangas de sentido de seus arcos e, assim, pelo
Lema 2.1, o nimero de intervalo de orientagdes vizinhas nessa sequéncia s6 aumenta, ou
diminui, em no méximo um. Com isso podemos provar o resultado por inducao.

3. Limitantes do espectro do nimero de intervalo em arvores, caminhos e
ciclos

Teorema 3.1. Seja G um grafo com n > 3 vértices. O espectro do niimero de intervalo

na convexidade ?3, denotado por S;g(G), é um intervalo continuo de inteiros definido
da seguinte forma para classes abaixo:

* Paradrvores T: Sg(T) = {in"(T),...,n}, onde in™ (T') é o menor valor do niimero
de intervalo entre todas as orientagoes.
* Para caminhos F,: Sz (P,) = {I=47, ..., n}.
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* Paraciclos Cy: S5 (Cn) ={[5],...,n — 1} sen for impar, e Sz (Cy) = {
se n for par.

N3

R

Demonstracdo. A demonstracdo divide-se na andlise dos limites extremos para cada
classe e, subsequentemente, na prova da continuidade do espectro entre esses limites.

1. Limites Superiores: Um vértice é extremo se ele é fonte, sumidouro ou transitivo
[Chartrand et al. 2002]. Além disso, todos os vértices extremos em um grafo orientado
conexo devem estar em um conjunto de envoltéria [Gary et al. 2003]. Como arvores,
caminhos e ciclos pares sdo grafos bipartidos [West 2001], é possivel orientar suas
arestas de modo que uma particio A do conjunto de vértices contenha apenas fontes
e uma particdo B contenha apenas sumidouros. Nessa orienta¢ao, todos os vértices
sdo considerados extremos, portanto, in(D)r = in(D)p, = in(D)q, = n. Por
outro lado, por conta da paridade, ciclos impares ndo sdo bipartidos. E facil ver que
pelo menos um vértice no ciclo terd vizinho de entrada e um vizinho de saida para

maximizar o nimero de vértices extremos, logo, obtemos in(D)c,, ., =n — 1.

2. Limites Inferiores: Pela funcdo de intervalo da convexidade Ps5 se o vértice v tem
pelo menos um vizinho de saida e um vizinho de entrada no conjunto de envoltéria .S,
v € S. Consequentemente, os vértices que pertencem a V' (G) \ S formam, obrigatori-
amente, um conjunto independente no grafo.
Para ciclos C),, o tamanho médximo de um conjunto independente ¢ | 7 |, impondo um
valor minimo para o nimero de vértices que estdo em um conjunto de envoltéria de
n — [ 5] = [4], limite este alcangado quando a orientagdo é um ciclo direcionado.
Para caminhos P, os vértices das extremidades sdo folhas, logo s@o vértices extremos
e devem pertencer a um conjunto de envoltdria S. Os n — 2 vértices internos formam
um subcaminho cujo maior conjunto independente tem tamanho | %52 ]. Assim, o ta-
manho minimo de S € 2 + (n — 2) — |%2] = [%1], limite alcancado orientando o
caminho para uma s6 direcao.

3. Continuidade do Espectro: Pelo Teorema 2.1, temos de forma direta que o espectro
para drvores, caminhos e ciclos sdo continuos.

]
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