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Abstract. Graph matching problems are well studied and bring great contri-
butions to Graph Theory from both the theoretical and practical points of
view. There are numerous studies for unrestricted and weighted/unweighted
matchings. More recently, subgraph-restricted matchings have been proposed,
which consider properties of the subgraph induced by the vertices of the mat-
ching. In this paper, we approach one of these new proposals, disconnected
matching, which seeks to study maximum matching, such that the subgraph in-
duced by the matching vertices is disconnected. We have described efficient
algorithms to solve the problem for chordal graphs and block graphs based on
a theoretical characterization.

1. Introducao

Um emparelhamento em grafos € um conjunto de arestas nao adjacentes duas a duas. Os
problemas de emparelhamentos méximos em grafos sdo amplamente estudados ha déca-
das pela comunidade cientifica e ja possuem diversos resultados e aplicacdes importantes.

Esses estudos abordam o problema de diversas formas, como, por exemplo, para
grafos ponderados ou ndo, para classes de grafos especificas e para emparelhamentos
restritos a subgrafos. Essa dltima abordagem, recentemente proposta, procura resolver o
problema tal que certas propriedades de subgrafos induzidos pelos vértices de um empare-
lhamento sejam satisfeitas. Algumas dessas propriedades, por exemplo, € que esses sub-
grafos sejam 1-regulares, aciclicos, conexos ou desconexos. O problema do emparelha-
mento envolvendo essa dltima propriedade, ou seja, de que o grafo induzido pelos vértices
do emparelhamento seja desconexo, estudado em [Masquio 2019] [Goddard et al. 2005],
¢ o foco deste trabalho.

Neste artigo, introduzimos o problema para grafos em geral e apresentamos carac-
terizagdes do emparelhamento desconexo para grafos cordais e para algumas subclasses.

2. Emparelhamentos desconexos para grafos em geral

Apresentaremos a notacdo utilizada. Considere GG um grafo e M um emparelhamento de
G. Denotamos por G[M], o subgrafo induzido de G pelos vértices incidentes as arestas de
M. Os vértices incidentes a M sdo denominados M -saturados e os vértices de G— M, M-
expostos. Além disso, usamos M (G) para representar um emparelhamento maximo em G
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e 5(G) para a sua cardinalidade. Analogamente, considere M;(G) um emparelhamento
desconexo maximo e [,(G) a sua cardinalidade. Logo, G[M,(G)] é desconexo.

Um grafo cordal é aquele onde todo ciclo maior que 3 possui uma corda, ou seja,
uma aresta unindo dois vértices nao adjacentes do ciclo. Um grafo split € uma subclasse
dos grafos cordais cujos vértices podem ser particionados em uma clique e um conjunto
independente. Uma outra subclasse de grafos cordais, considerada neste trabalho, € a dos
grafos bloco, nos quais todas as componentes biconexas sao cliques.

Para todo par de vértices a e b de um grafo (G, o conjunto de vértices S € um se-
parador de vértices se a e b estdo na mesma componente conexa de G e em componentes
conexas distintas de G — S. Seja .S um separador de vértices. Entdo, S € um separador
minimal se ndo ha um separador de vértices S’ tal que S’ C S. S é separador composto
se G — S possui pelo menos duas componentes conexas nao triviais. Uma articulacdo
composta € um separador composto de cardinalidade unitdria. Observe que determinar
um emparelhamento desconexo maximo de um grafo GG pode ser simples quando o grafo
possui uma das propriedades a seguir.

e Se GG ndo possui separador composto, entdo GG nao possui emparelhamento desco-
nexo. Observe que essa propriedade se aplica a grafos split, ou seja, essa classe
ndo possui emparelhamentos desconexos.

e Se G é desconexo e contém mais de uma componente conexa nao trivial, entdo
B(G) = Ba(G) e M(G) também é My(G).

Se G possuir uma tinica componente conexa ndo trivial C, entdo 34(G) = [4(C) e
My(G) é My(C). Assim, trataremos neste trabalho somente grafos conexos e ndo triviais.

Considerando r a menor cardinalidade de um separador composto de um grafo G,
temos que [4(G) > 5(G) — r [Goddard et al. 2005]. Mostraremos, a seguir, um método
para determinar emparelhamentos desconexos maximos em um grafo geral.

Os separadores compostos sao a chave para um algoritmo para obter emparelha-
mentos desconexos pois, se M é um emparelhamento desconexo, os vértices M -expostos
formam um separador composto, que contém um separador composto minimal. Assim,
se os separadores compostos minimais do grafo puderem ser enumerados em tempo poli-
nomial, entdo [3;(G) pode ser determinado em tempo polinomial. Basta considerar cada
um dos separadores compostos S' e, por sua vez, determinar um emparelhamento maximo
em G — S, o que pode ser feito em tempo polinomial. Os emparelhamentos mencionados
de maior cardinalidade sdo emparelhamentos desconexos maximos.

3. Emparelhamentos desconexos para grafos cordais

Considere um grafo cordal G, o qual possui, no maximo, n — 1 separadores de
vértices minimais [Fulkerson and Gross 1965], que podem ser obtidos em tempo li-
near [Chandran 2001]. A partir do método para encontrar emparelhamentos desconexos
maéximos em grafos gerais, encontrariamos o separador composto minimal .S que maxi-
miza (G —S) e determina um emparelhamento desconexo maximo, que seria M (G —5).
Utilizando o algoritmo de [Micali and Vazirani 1980] para calcular cada emparelhamento
em O(m+/n), aimplementa¢do completa para determinar um emparelhamento desconexo
méximo teria complexidade de tempo O(nm+/n).



Apresentaremos a seguir um método que pode ser usado para construir um algo-
ritmo mais eficiente, com complexidade de tempo O(nm). Esse processo usard a repre-
sentacdo em clique tree do grafo cordal, que é uma arvore cujos vértices correspondem
as cliques maximais e as arestas, aos separadores de vértices minimais. Observe que os
separadores compostos minimais correspondem a um subconjunto das arestas da clique
tree. A Figura 1 ilustra, do lado esquerdo, um grafo cordal e, do direito, uma clique tree
correspondente. A Figura 2 mostra dois emparelhamentos desconexos maximos do grafo
da Figura 1, sendo o da esquerda relativo ao separador {2, 5} e o da direita, {3,5}.

A ideia para a obtencdo do emparelhamento desconexo num grafo cordal é, entdo,
examinar os emparelhamentos irrestritos maximos dos grafos obtidos a partir da remog¢ao
dos separadores e considerar o de maior cardinalidade, desde que seja um emparelha-
mento desconexo vdlido. Vamos mostrar um método de determina-lo considerando um
grafo cordal GG representado por uma clique tree 7.

Ao retirarmos a aresta (a, b) de T', a arvore sera dividida em duas subdrvores. A
subdrvore 7' — (a,b) que contém o vértice a serd chamada de A. Analogamente, B re-
presenta a outra subdrvore. Se desconsiderarmos os vértices do separador (a,b), A e B
representam, cada uma, pelo menos, uma componente conexa em . Denotamos S4p
como o conjunto dos vértices de G' que estdo representados em A e ndo estdo represen-
tados em B. Ou seja, consideramos todos os vértices representados em A e retiramos
os vértices relativos ao separador (a, b), pois estes estdo em B. Também vamos denotar
M, e My, como dois emparelhamentos mdximos dos subgrafos induzidos em G pelos
vértices de Sap e Spa, respectivamente.

Note que, se os dois grafos induzidos de G pelos vértices de Sap e de Sp4 contém,
cada um, pelo menos uma componente conexa néo trivial, entdo (a,b) representa um
separador composto. Além disso, podemos dizer que M,;, > 0, M;, > 0 e, portanto,
M, U My, é um emparelhamento desconexo de GG. Se determinarmos M, e M, , para
todas as arestas (a,b) de T, entdo é possivel determinar um emparelhamento desconexo
maximo. Basta saber a aresta (a, b) que maximiza a soma | M, | + | M, ,|. Nesse caso, o
emparelhamento desconexo maximo serd M, ;, U M ,.

A partir do método descrito, é possivel construir um algoritmo com complexidade
de tempo O(nm) para determinar emparelhamentos desconexos maximos. A idéia é fa-
zer duas buscas em profundidade, onde a primeira percorre a clique tree das folhas a raiz,
obtendo emparelhamentos do tipo M, , € a segunda, da raiz as folhas, obtendo empare-
lhamentos do tipo M, ,. O algoritmo e as provas podem ser obtidos em [Masquio 2019].

4. Emparelhamentos desconexos para grafos bloco

Vamos apresentar uma idéia do método que leva a um algoritmo mais eficiente para grafos
bloco, com complexidade de tempo O(m).

Sabemos que, em um grafo bloco B, u € um separador minimal se € somente se
u é uma articulagdo. Portanto, 3(B) — 1 < 4(B) < [(B). Definimos uma articula¢do
composta livre v em B como uma articulagdo composta tal que 3(B — v) = f(B). Em
outras palavras, se M é um emparelhamento maximo, v pode estar M-exposto. Nesse
caso, podemos ver que M (B — v) é um emparelhamento desconexo maximo.

Considere 7" uma clique tree que representa 5. Podemos observar que os vértices



Figura 2: Emparelhamentos desconexos maximos do grafo da Figura 1

de 7' representam as componentes biconexas de B e as arestas, as articulagdes de B.
Também € possivel ver que todo vértice de B estd representado em uma estrela de 7'

A partir de caracteristicas estruturais de 7', € possivel determinar todas as articu-
lagdes compostas livres de B em tempo linear usando duas buscas em profundidade de
forma semelhante as feitas para grafos cordais. No caso de grafos bloco, ndao é neces-
sario construir emparelhamentos baseados em caminhos alternantes. Se houver alguma
articulacdo composta livre v, podemos usar um algoritmo de emparelhamentos maximos
para grafos bloco em B — v, com complexidade O(m), resultando na complexidade total
O(m). Os algoritmos e as provas podem ser obtidos em [Masquio 2019].
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