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Abstract. In this paper we investigate the equitable coloring problem on unipo-
lar graphs, a superclass of split graphs. In particular, we present an algorithm
based on the maximum flow which solves our problem in polynomial time, ge-
neralizing the previously known result for split graphs.

Resumo. Nesse artigo investigamos o problema de coloracdo equilibrada para
grafos unipolares, uma superclasse de grafos split. Em particular, apresentamos
um algoritmo baseado em fluxo mdximo que soluciona esse problema em tempo
polinomial, generalizando o resultado previamente conhecido para grafos split.

1. Introducao

Problemas de coloracdo estdo entre os mais estudados em teoria de grafos, devido a sua
grande importancia na resolu¢do de muitos problemas, principalmente dentre os que re-
querem alocagdo de tarefas ou recursos. Um exemplo de aplicacdo € a alocacdo de re-
gistradores feitas pelos compiladores. O problema de coloracdo equilibrada é um tipo
especial de problema de coloragdo no qual queremos uma aloca¢do mais uniforme de
recursos, uma restricdo natural caso queiramos, por exemplo, distribuir tarefas entre fun-
ciondrios de modo que dois funciondrios facam aproximadamente a mesma quantidade
de tarefas.

Os problema de coloragado e coloragdo equilibrada sao conhecidos por serem NP-
completo [Karp 1972, de C. M. Gomes et al. 2018], portanto para grafos gerais nao se co-
nhece um algoritmo que, em tempo polinomial, resolva esses problemas. No entanto, para
algumas classes de grafos especificas, como € o caso de arvores e grafos split, tais pro-
blemas admitem algoritmos polinomiais [Bodlaender and Fomin 2005, Chen et al. 1996,
Grotschel et al. 1984].

Grafos split sdao aqueles cujo conjunto de vértices pode ser particionados em uma
clique e um conjunto independente. Em particular, para grafos split, um algoritmo para o
problema de coloracdo equilibrada foi apresentado por Chen, Ko e Lih [Chen et al. 1996].
O algoritmo se baseia na constru¢do de um grafo bipartido e na determinacdo de um
emparelhamento neste grafo, de forma que as arestas do emparelhamento definem as
cores a serem atribuidas aos vértices do conjunto independente.

Neste trabalho mostramos que o problema de coloracdo equilibrada pode ser re-
solvido em tempo polinomial para grafos unipolares. Nosso algoritmo generaliza o algo-
ritmo de Chen, Ko e Lih, utilizando fluxo em grafos para colorir grafos unipolares, que
podem ser vistos como uma generalizacao de grafos split.

*Ap6s a submissdo deste trabalho, os autores tomaram conhecimento de que grafos n-Star-Clique ja
foram estudados previamente com o nome de grafos Unipolares. Em considerago ao trabalho dos revisores,
os autores decidiram manter o titulo do artigo inalterado, mas utilizar o nome Unipolar ao longo do texto.



2. Preliminares

Definicao 1. Uma coloragdo de um grafo G = (V,E) consiste em uma particdo
Si,...,S, de V(G) em k conjuntos (cores), satisfazendo Yu,v € S; = uv ¢ E(G).
O problema de coloracdo é um problema de decisdao que consiste em, dado um grafo G e
um inteiro k, determinar se existe uma coloracdo de G que utilize até k cores.

Definicao 2. Uma coloragdo de um grafo G = (V, E) € dita equilibrada se || S;| — |5;|| <
1,Vi, j. O problema de decisdo correspondente é dado um grafo G e um inteiro k, deter-
minar se existe uma coloragdo equilibrada de G que utilize até k cores.

Definicao 3. Vamos chamar de unipolar a classe de todos os grafos G que aceitem uma
particdo de V (G) em conjuntos C,CY, ..., C, de modo que C seja uma clique e Yu €
Ci, Vv € Cj, uwv € E(G) se e somente se i = j.

Teorema 1 ([McDiarmid and Yolov 2015]). Seja G um grafo com n vértices. E possivel
decidir se G ¢ um grafo unipolar em tempo polinomial.

De fato, o algoritmo de McDiarmid and Yolov ndo s6 reconhece um grafo uni-
polar em tempo polinomial, como também determina uma parti¢do de V' (G) em cliques
C,Cy,...,C, vilida, em tempo O(n?) quando o grafo for unipolar.

3. Coloracao equilibrada em tempo polinomial

Vamos apresentar um algoritmo que recebe um grafo G e um inteiro £ e que resolve o
problema de decisdo da coloracdo equilibrada. Assumiremos que a particdo C', C1, ..., C,
de G é dada e que |C| < k pois, do contrario, uma coloragio de G com k cores seria

impossivel. Seja [ = L%J . Note que cada conjunto da parti¢do terd [ ou [ + 1 vértices.

Utilizamos um algoritmo de fluxo méximo como sub-rotina em nosso algoritmo.
Por questdes de espaco assumimos que o leitor ja se encontra familiarizado com o pro-
blema de fluxo méximo, para o qual existe um algoritmo de tempo polinomial (discutido
em livros textos de algoritmos, como [Cormen et al. 2009]).

1. Crie um conjunto A = {ay,...,a;} de k vértices auxiliares e conecte o vértice
fonte s a cada a; € A por uma aresta de capacidade [.

2. Para cada vértice v; € C, 1 < i < |C| adicione uma aresta a;v; de capacidade 1.

Crie um conjunto de vértices auxiliares W = {w;;,1 <i < k,1 <j <n}

4. Para cada vértice a; € A adicione uma aresta a,w;; de capacidade 1 para cada
1<j<n

5. Para cada w;; € W adicione uma aresta de capacidade 1 entre cada w;; e cada
cr € Cjsec, & N(v;).

6. Conecte cada vértice v € C' U Cy U...U C, ao vértice terminal ¢ por uma aresta

de capacidade 1.

Execute um algoritmo de fluxo méximo de s para ¢.

Se fluxo # k - [ retorne impossivel.

No grafo residual incremente em 1 a capacidade de cada aresta incidente a s.

Execute um algoritmo de fluxo méximo de s para ¢.

Se fluxo = |V(G)| entdo temos uma coloragio equilibrada com & cores, caso

contrario retorne impossivel.
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Figura 1. Um grafo unipolar e a rede montada pelo algoritmo.

Lema 1. Se fluxo = |V (G)| apds o passo 11 entdo G admite colora¢do com k cores.

Demonstragdo. Cada vértice auxiliar de A representa uma cor. Cada unidade de fluxo
que sai de um vértice a; passa por algum vértice do grafo original antes de chegar ao
sumidouro ¢. Atribua a tais vértices a i-€sima cor. Para certificar que nao escolhemos
vértices adjacentes para uma mesma cor observe que cada v; € C' possui no maximo um
correspondente em A que € o a;, em outras palavras fixamos a cor de cada vértice v; € C
com cores distintas. Para que o restante dos vértices da cor a; ndo sejam vizinhos de v;
criamos vértices auxiliares w;; cuja fungdo € limitar o algoritmo a escolher no méximo
1 vértice de cada C; e que ndo seja vizinho de v; quando ¢ < |C|. Como o grau de
entrada de w;; € 1 garantimos que ndo pegaremos dois vértices distintos de C; para a
cor i. Durante a construgio ndo colocamos arestas entre w;; e N(v;) assim ndo existe
caminho que comec¢a em a; e chega em um vizinho de v;. Para verificar que atribuimos
a cada vértice exatamente uma cor basta observar que qualquer caminho de s para ¢ deve
passar por algum vértice do grafo original e que como as arestas de tais vértices para ¢
tem peso 1, s6 podemos escolhé-lo uma unica vez.

Nos resta demonstrar que tal coloracao é equilibrada. Como fixamos o grau de
entrada de cada a; como sendo [ garantimos inicialmente que cada cor serd atribuida a no
maximo [ vértices. No passo 8, ao fazer a verificagcdo, o fluxo serd [ - k e portanto temos
uma colorag¢ao parcial de [ - £ vértices do grafo original em que cada cor possui [ vértices.
Ao aumentar em 1 a capacidade das arestas e executar o fluxo é garantido que nenhuma
cor terd menos que [ elementos, pois nenhum caminho aumentante volta a origem s. [

Lema 2. Se G admite coloragdo com k cores entdo o algoritmo tera fluxo = |V (G)| apds
o passo 11.

Demonstragdo. Dada uma coloracio equilibrada Sy, ..., S, de G mostraremos que o
fluxo de s para t serd pelo menos |V (G)| unidades. Criamos o grafo feito pelo algo-
ritmo e vamos determinar o fluxo que passa por cada aresta. Para cada vértice auxiliar
a; fornecemos |S;| unidades de fluxo. O vértice a; fornecera uma unidade de fluxo para
cada vértice de S;. Com cada vértice do grafo original recebendo uma unidade de fluxo
basta perceber que nenhuma unidade de fluxo passa por dois vértices distintos do grafo
original e portanto ele chega inalterado a ¢ e temos fluxo de pelo menos |V (G)| unidades.



Como o conjunto das arestas que ligam os vértices do grafo original a ¢ sdo arestas de
corte, concluimos que o fluxo tem tamanho exatamente |V (G)|. O

Teorema 2. O problema de coloragdo equilibrada pode ser resolvido em tempo polino-
mial para grafos unipolares.

Demonstragdo. Utilizando o algoritmo anterior que funciona devido aos Lemas 1 e 2,
obtemos um algoritmo polinomial para o problema de coloracio equilibrada de grafos
unipolares. [

Para manter a concisdo do algoritmo, a forma como ele é apresentado nao de-
fine, explicitamente, uma coloracdo valida. Entretanto, tal coloracdo pode ser determi-
nada facilmente a partir da rede residual construida pelo algoritmo de fluxo executado no
passo 10. Para isso basta lembrar que um vértice v pertence a cor ¢ se somente se o vértice
a; fornece alguma unidade de fluxo para o vértice v.

4. Consideracoes finais

Neste trabalho mostramos que o problema de coloracao equilibrada em grafos unipolares
pode ser resolvido em tempo polinomial por meio de um algoritmo de fluxo em um grafo
construido a partir da instancia G, k.

Um problema natural seria tentar generalizar o resultado para superclasses dos
grafos unipolares. Note que, se contrairmos todas as cliques da parti¢cdo, obtemos uma
estrela. Seria possivel generalizar o resultado para grafos que pudessem ser particionados
em cliques cuja contracdo fornecesse uma arvore qualquer?
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