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Abstract. The class of k-thin graphs have recently been introduced generalizing
interval graphs. The complexity of the recognition of k-thin is open, even for
fixed k > 2. We introduce a subclass of the k-thin graphs, called k-thin of
precedence, presenting an efficient recognition algorithm based on PQ trees.

1. Introducao

Um grafo de intervalo G é um grafo tal que V' (G) é uma familia de intervalos fechados
da reta real, chamado de modelo, tal que (I,.J) € E(G) se, e somente se, I N J # 0.
Em [Olariu 1991], mostra-se que um grafo G € de intervalo se, e somente se, existir uma
ordenacdo s de V() tal que, para qualquer tripla ordenada (p, ¢, 7)de s (istoé,p < ¢ < r
em s), se (p,r) € E(G), entdo (¢,r) € E(G). Tal ordenagdo s é chamada candnica. A
Figura 1 ilustra um grafo de intervalo e uma de suas ordens candnicas.
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Figura 1. Grafo de intervalo (a) e ordem canénicac < b < d < a < e < f de G (b).

Um grafo € dito k-fino [Mannino et al. 2007] se existir um k-particionamento
e uma ordenacgdo s de V() tais que, para qualquer tripla ordenada (p, q,r) de s, se p
e ¢ pertencerem a uma mesma parte e (p,r) € FE(G) entdo, (¢,7) € E(G). Tal or-
denagdo é denominada consistente. A finura de um grafo GG corresponde ao menor k
para o qual G é k-fino (sempre existe um). Ha grafos com valores arbitrarios de finura
e os grafos 1-finos constituem a classe dos grafos de intervalo, sendo a finura um indi-
cativo do quao distante estd um grafo de ser de intervalo. Dado um grafo G, determinar
um particionamento minimo de V' (G) para o qual uma dada ordenacio seja consistente
pode ser resolvido em tempo polinomial [Bonomo et al. 2011], enquanto que determinar
a existéncia de uma ordem consistente para um dado particionamento de V(G) é NP-
completo [Bonomo, de Estrada 2018]. Considerando o problema geral, reconhecer se um
grafo é k-fino, mesmo para k£ > 1 fixo, continua em aberto.
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Neste trabalho, restringimos o problema em questao através da condi¢do de que os
vértices que pertencam a uma mesma parte tenham que ser consecutivos na ordem consis-
tente. Definimos um grafo que possui essa caracteristica, para um dado k-particionamento
de V(G), como um grafo k-fino de precedéncia (k-FP). De forma andloga, definimos uma
ordem consistente desse tipo como uma ordem consistente de precedéncia. A Figura 2(a)
ilustra um grafo que é 2-FP e, na Figura 2(b), € ilustrado um grafo que é 2-fino mas nao
¢ 2-FP com respeito a biparti¢do escolhida (os vértices de cada parte da biparticdo sdo
dispostos em uma mesma horizontal e com uma mesma cor e a ordem consistente impli-
cita pela figura € obtida percorrendo-se os vértices da esquerda para direita, de baixo para
cima).
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Figura 2. Exemplos de um grafo (a) 2-FP e (b) nao 2-FP para dada biparticao.

2. Reconhecimento dos Grafos k£-FP com dada particao

O problema abordado nesse artigo € definido formalmente a seguir:

PROBLEMA: Reconhecimento dos grafos k-FP com particdo dada
ENTRADA:  Um grafo G e uma parti¢ao (Vi,...,V;) de V(G)
Existe uma ordenacdo s de V' (G) consistente tal que os vértices de V;

UESTAO: ) ) .
Q sejam consecutivos em s, para todo 1 < ¢ < k?

Nesta se¢do, apresentaremos um algoritmo eficiente para tal problema.

Uma drvore P() [Booth, Lueker 1976] é uma arvore ordenada que descreve uma
familia de permutagdes para um dado conjunto C. Nela, o conjunto das folhas € C e os
nds internos sdo de dois tipos: P ou (). A familia de permutacdes sendo representada
¢ toda ordenacgdo das folhas, lidas da esquerda para direita, que se pode obter através de
permutagdes de filhos de nés P e reversdes de filhos de nés Q. Arvores PQ podem ser
usadas para reconhecer grafos de intervalo [Booth, Lueker 1976]. As ordens candnicas de
um grafo de intervalo podem ser relacionadas a uma ordenacao de suas cliques maximais.
Além disso, pode-se mostrar que essas ordenagdes coincidem com aquelas representadas
por uma arvore (), na qual as folhas representam as cliques maximais desse grafo [Bo-
oth, Lueker 1976]. Consequentemente, € possivel representar todas as ordens candnicas
de um grafo de intervalo por uma arvore P(). Quanto a representacdo grafica de uma ar-
vore P(Q), as folhas e os nds do tipo P sdo representados por circulos, enquanto os nds do
tipo () sdo representados por retdngulos. A Figura 3(a) mostra uma drvore P() associada
ao grafo de intervalo da Figura 1(a). Uma 4rvore P() de um grafo de intervalo pode ser
construida em tempo linear.

Seja G um grafo k-FP com parti¢do (V,..., V) e seja s uma ordem consistente
de precedéncia de V'(G). Considere o par V;, V; € {V4,..., V,} tal que todos os vértices
de V; precedam todos os vértices V; em s. Pela defini¢do dos grafos k-finos, os vértices de

V; impdem uma relagio de precedéncia aos vértices de V; dada pela propriedade a seguir.
Propriedade 1. Sejam (V1, ..., V}) uma particdo de V (G), s uma ordem consistente de

precedéncia correspondente e 1 < i < j < k. Se V; precede a V; em s, entdo para todo
u,v € View €V}, se (u,w) & E(G) e (v,w) € E(G), entdo u precede v em s.



Seja sp = C, (Y, ..., C, a ordenagdo de cliques maximais de um grafo de inter-
valo G obtidas de 7', uma arvore PQ). E possivel obter uma ordem canénica s de G a
partir de sy através do seguinte método. Inicialmente considere s uma sequéncia vazia.
Para cada clique C;, 1 < ¢ < ¢, adicione ao final de s os vértices de C; simpliciais em
G, e remova-os de G. No fim desse processo, s conterd todos os vértices de G. Cla-
ramente s satisfaz a ordenacdo de cliques definida por 7', além disso, é possivel mostrar
que qualquer ordem candnica que respeite essa ordenacdo pode ser obtida por esse mesmo
método. Sejam G um grafo de intervalo, 7" uma drvore PQ) de Ge u,v € V(G). Dizemos
que T' € compativel com a relagao de precedéncia u < v se for possivel obter uma ordem
candnica s a partir de 7" tal que u < v em s. Adicionalmente, diremos que u € V(G)
pertence a um né de 7' se ele pertencer a alguma clique que descenda desse né.
Teorema 1. Sejam G um grafo de intervalo e T' uma drvore P(Q) de GG. Sejam X um no
de T com filhos Xy, ..., Xy, Tx a subdrvore enraizada em X e u < v uma relacdo de
precedéncia com u,v € X. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras.

(i) Se v pertence a todas as folhas de T, entdo T'x é compativel com u < v.
(ii) Sejam X;, X; € {X;,...,Xy}. Seuwe X;, v & X;, v e X;eTx é compativel
com u < v, entdo X; precede X; em T'x.

A seguir, delineamos a ideia geral do algoritmo de reconhecimento. Naturalmente,
os grafos induzidos por Vi, ..., V) devem ser grafos de intervalo. Caso isso ndo seja ver-
dade, o algoritmo responde NAO. Em caso positivo, o algoritmo utiliza uma estratégia
gulosa para confirmar se existe uma ordem consistente de precedéncia valida. Essa es-
tratégia consiste em tentar cada parte como primeira na ordenacdo consistente de prece-
déncia. Ao supor que uma parte V; é a primeira, as outras partes impdoem relagdes de
precedéncia aos vértices de V; (Propriedade 1). Em seguida, o algoritmo verifica a exis-
téncia de uma drvore PQ) de G[V;] que seja compativel com cada relagdo de precedéncia
imposta. Se existir, entdo de fato V; pode ser a primeira parte de uma ordenac¢io con-
sistente de precedéncia e o processo se repete para a escolha das demais partes. Caso
contrério, V; ndo pode ser a primeira e tenta-se a proxima parte. Essa estratégia € sufi-
ciente pois, pela Propriedade 1, as relacdes de ordem impostas sobre os vértices de uma
classe s@o oriundas das classes que sucedem a mesma na ordem consistente.

Seja P = Vi,Va, ...,V uma permutacdo das partes de (7, é possivel determinar
se V; pode vir antes de f/j para¢ < j em P, como descrito a seguir. Construa uma arvore
PQ T, para G[Vi]. Sejam {u,v} € V; tais que u deva preceder v pela regra imposta
pela Propriedade 1. Para cada ancestral comum de u, v em 77, utilize arestas direcionadas
para definir uma ordem entre os vértices de 7; de acordo com o Teorema 1. No final
do processo, se ndo houver ciclos nas orientagdes definidas significa que os vértices de
1% podem preceder os vértices de f/] em uma ordem consistente de precedéncia. Caso
contrério, ndo existe nenhuma ordem de precedéncia tal que os vértices de Vi possam
preceder os vértices de ‘7] Considerando que seja encontrado uma permutacdo P onde
todas as partes passem no teste anterior, defina 77 como uma arvore P() obtida a partir
de 7; considerando as arestas direcionadas adicionadas durante o processo. Seja s; uma
ordem canonica obtida a partir de 77. Entdo, s = sy ...s; é uma ordem consistente de
precedéncia de V' (G).

Como um exemplo do processo anterior, tome o grafo GG definido na Figura 4 e o 3-
particionamento (V1, V5, V3) de V/(G) onde Vi = {a, b, c,d, e, f}, Vo = {d', 0/, d, €, '}



e Vi = {d",0",",d" ", f"}. A Figura 4(a) representa a permutacdo P = Vi, V5, V3
enquanto a Figura 4(b) representa a permutacdo P’ = V3, V5, Vi. Neste exemplo, vali-
daremos se V; pode ser a primeira parte em P. Temos que G[V;] é isomorfo ao grafo
da Figura 1(a) com cliques maximais C, = {a,b,c}, Co = {a,b,d}, C5 = {a,e} e
Cy = {e, f}. Além disso, compativel com a arvore P() da Figura 3(a). Pela Proprie-
dade 1, temos que a deve suceder todos os outros vértices de V; em uma ordem que seja
consistente de precedéncia. Considerando essas relacdes de precedéncia, a Figura 3(b)
mostra as arestas direcionadas adicionadas a arvore P() utilizando-se o Teorema 1. Nesta
figura, as arestas azuis sao as adicionadas pelo teorema e as laranjas sao as inferidas pela
natureza do né (). Isto é, como a raiz € um né (), a aresta direcionada azul implica na
aresta direcionada laranja. Note que o vértice a pertence a todas as cliques com exce-
cdo da (), por isto ndo existe nenhuma aresta direcionada azul entre as mesmas (item
(1) do Teorema 1). Como ndo hé ciclos na drvore P() resultante, isto significa que V;
pode preceder V5 e V3. A Figura 3(c) mostra a arvore P() resultante de V5 considerando a
permutagio P’, que indica que V3 ndo pode preceder V; e V5. Este algoritmo € O(k*n?).
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Figura 3. Arvores PQ: (a) ordinaria, (b) compativel e (c) incompativel.
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Figura 4. Permutacoes (a) P e (b) P’
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