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Abstract. We investigate a packing problem where each item has a weight and is
associated with one or more scenarios, and all containers have a fixed capacity.
A packing is an assignment of items to bins in a manner that the total weight of
the items allocated to a bin for the same scenario does not exceed the capacity
of the bin. The objective of the problem is to find a packing of all items into the
bins that minimizes the maximum number of bins used in any given scenario.
We present an asymptotic approximation scheme when the number of scenarios
is bounded by a constant.

Resumo. Investigamos um problema de empacotamento onde cada item possui
um peso e estd associado a um ou mais cendrios e todos os recipientes tém uma
capacidade fixa. Um empacotamento é uma atribuicdo de itens a recipientes de
maneira que o peso total dos itens alocados a um recipiente para um mesmo
cendrio ndo ultrapasse a capacidade do recipiente. O objetivo do problema é
encontrar um empacotamento de todos os itens em recipientes, de maneira a
minimizar o nimero mdximo de recipientes usados em qualquer cendrio. Apre-
sentamos um esquema de aproximagdo assintotico quando o niimero de cendrios
é limitado por uma constante.

1. Introducao

Um dos desafios atuais no desenvolvimento de algoritmos € modelar situacdes de incer-
teza que surgem em problemas do mundo real. Uma maneira de lidar com essa questao
€ modelar o problema por meio de possiveis cendrios que representam situacoes incertas,
considerando que apenas um dos cenarios de fato ocorrerd. Para problemas de empa-
cotamento, a versdo com cendrios foi introduzida por Bddis e Balogh (2018), que apre-
sentaram algoritmos online com fator de aproximacgdo para diferentes funcdes objetivo.
Investigaremos uma destas versoes, que pode ser definida como se segue. Cada item esta
associado a um ou mais cendrios, possui um peso e deve ser empacotado em um recipi-
ente. Todos os recipientes tém a mesma capacidade e o peso total dos itens de um mesmo
cendrio em um mesmo recipiente nao pode ultrapassar a capacidade do recipiente. O ob-
jetivo € minimizar o ndmero de recipientes usados no pior cendrio. Uma defini¢ao formal
¢ dada a seguir.
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Problema de Empacotamento com Cenarios (PEC). Sio dados um conjunto de itens
I ={1,...,n}, cadaitem i € I com peso s; > 0, recipientes de capacidade C, um con-
junto de cendrios S = {1,...,d} e um subconjunto S;, C I, para cada k € S. O objetivo
¢ encontrar uma particdo B = {By,...,B,} de I, tal que paracada B; € Be k € S,
> ienyns, i < Cemaxges [{B € B: BN Sy, # 0} seja minimo.

Sem perda de generalidade, vamos presumir que a capacidade de todos os recipi-
entes € 1 e o peso dos itens € escalado apropriadamente. O empacotamento € representado
pela particdo B = { By, ..., B, } e cada parte B, representa os itens empacotados no reci-
piente j. Como no final ocorrerd apenas um cendrio, para que 3; seja uma parte viavel,
basta que a soma dos pesos dos itens de B; pertencentes a um mesmo cendrio esteja
limitada a capacidade do recipiente. No restante desta se¢do, apresentamos alguns resul-
tados da literatura para contextualizar a complexidade computacional e as contribui¢des
deste trabalho. Na proxima se¢do, apresentamos um esquema de aproximagao assintético
para o PEC e as ideias envolvidas na demonstracdo. Por fim, apresentamos a bibliografia
utilizada.

O Problema de Empacotamento (PE), que pode ser definido como um caso par-
ticular do PEC onde ha apenas um cendrio, € um dos problemas mais investigados na
literatura sob diversas abordagens e técnicas. O PE ndo s6 € NP-dificil, mas também
¢ APX-dificil. Mais especificamente, ndo ha algoritmo de aproximagdo com fator de
aproximacao menor que 1,5, a menos que P = NP. Por ser um caso especial do PEC,
estes resultados negativos também valem para o PEC. Por outro lado, Fernandez de la
Vega e Lueker (1981) apresentaram um esquema de aproximacgao assintético, i.e., para
cada constante ¢ > (, apresentaram um algoritmo de tempo polinomial A., tal que
lim sup,,_, . sup; {A-(I)/opt(I) : opt(I) =n} < 1+, onde A.(I) (resp. opt(I)) é o
ndmero de recipientes usados no empacotamento produzido por A, (resp. em um empa-
cotamento 6timo) para a instancia /. Mais precisamente, Fernandez de la Vega e Lue-
ker (1981) obtiveram um esquema de aproximacao de tempo polinomial de maneira que
A.(I) < (1+¢)opt(])+1, para toda instancia /. Note que a existéncia de um esquema de
aproximacao assintotico para um problema NP-dificil tem um grande impacto no estudo
da complexidade computacional do problema, uma vez que indica que € possivel se obter,
assintoticamente, algoritmos de tempo polinomial que obtém solugcdes com valores tao
préximos do valor 6timo quanto se queira. Para mais detalhes sobre este problema, veja
os trabalhos de Coffman et al. (1984, 2013) e Christensen et al. (2017) para algoritmos
de aproximacdo, de Delorme et al. (2016) para algoritmos exatos e de Dyckhoff (1990) e
Waiischer et al. (2007) para uma revisao geral sobre problemas de corte e empacotamento.

Versoes dos problemas de empacotamento com cendrios foram motivadas princi-
palmente pelos problemas de escalonamento de tarefas com cenarios. Os problemas de
escalonamento de tarefas apresentam caracteristicas proximas dos problemas de empa-
cotamento e muitas vezes coincidem quando escritos na versao de decisdo. Feuerstein
et al. (2017) propuseram varios algoritmos de aproximacgdo e limitantes para os fatores
de aproximagdo na versao com duas maquinas. O PEC foi proposto por Bddis e Balogh
(2018) no contexto de algoritmos online considerando as aplicagdes dos problemas de
escalonamento de tarefas em cendrios, propostos por Feuerstein et al. (2017).



1.1. Agrupamento Linear para o Problema de Empacotamento

Antes de apresentar as ideias do algoritmo, vamos considerar o esquema de aproximagao
assintético apresentado por Fernandez de la Vega e Lueker (1981) para o Problema de
Empacotamento, que denotaremos por VL.. O algoritmo divide a lista / dos itens de
entrada em duas partes, uma de itens “grandes”, G = {i € I : s; > €}, que tem itens com
peso maior que &, e outra do itens “pequenos”, P =1 \ G.

Para os itens grandes, aplica-se a técnica de agrupamento linear, que consiste
em ordenar os itens em G em ordem nao-crescente de peso e subdividi-los em N + 1
grupos Gy, ...,Gy, onde N é constante. Os grupos tém tamanhos iguais a |£2|G]|],
exceto possivelmente o tltimo grupo, que pode ter tamanho menor. Denote por G a lista
de itens obtida a partir de &;, trocando-se o peso de cada item pelo maior peso em G;.
Para obter um empacotamento de G, empacota-se cada item de GG, em um recipiente,
totalizando no mdximo |e?|G|] < e} . s < eopt([) recipientes e, para obter um
empacotamento de G’ := G; U ... U Gy, obtém-se primeiro um empacotamento para
G := G, U...UGy. Depois, esse empacotamento é usado para empacotar G/, uma
vez que cada item de G’ tem um mapeamento a um item de G com peso maior ou igual.
Como G possui apenas itens grandes e nimero de itens de pesos distintos limitado por
uma constante, € possivel obter um empacotamento 6timo de G em tempo polinomial.
Além disso, é possivel obter um mapeamento ¢ : G — Gtal que s; < Sg(;), para todo
i € (e, com isso, temos que opt(é) < opt(G) < opt([]). Portanto, é possivel obter um
empacotamento P de G tal que |Pg| < (1 + ¢)opt(I).

Uma vez que temos um empacotamento quase 6timo para os itens de Gz, o algo-
ritmo utiliza estes recipientes para empacotar os itens de P nos espagos livres de Py de
maneira gulosa. Caso ndo seja possivel empacotar um item de P nos recipientes atuais,
abrimos um novo recipiente para inserir o item. Ao fim desse processo, hd duas possibi-
lidades: (i) Nao foi necessario abrir novos recipientes além dos recipientes de Pg, ou (ii)
foi necessario abrir novos recipientes para empacotar os itens de P. No primeiro caso, o
empacotamento final usa no maximo (1 + ¢)opt(/) recipientes, uma vez que este limite
€ vélido para o empacotamento P € nenhum outro recipiente foi utilizado. No segundo
caso, cada recipiente, exceto possivelmente o ultimo gerado, estd quase cheio, uma vez
que nao pode receber um item pequeno. Nesse caso, pode-se provar que podemos obter
um empacotamento que usa no maximo (1 + e)opt(/) + 1 recipientes. O esquema de
aproximacao assintético segue dos dois casos. Para mais detalhes, veja (Fernandez de la
Vega e Lueker, 1981).

2. Esquema de Aproximacao Assintotico

Nesta se¢do, apresentamos os principais elementos para a elaboracdo de um esquema de
aproximagao assintético de tempo polinomial A., para € > 0, quando temos um nimero
constante de cendrios. Primeiramente, no Problema de Empacotamento com Cendrios,
note que cada item ¢ pertence a um subconjunto de cendrios. Para aplicar a estratégia de
agrupamento linear, devemos ter compatibilidade de um item para o item arredondado
para o qual foi mapeado. Assim, no algoritmo A., os itens sdo agrupados em tipos que
representam um mesmo subconjunto de cendrios. Como o nimero de cendrios € limitado
por uma constante, o nimero de tipos também € limitado por uma constante. Com isso,
¢ possivel percorrer em tempo polinomial todas as configuragdes de empacotamento de



itens grandes com quantidade de tamanhos distintos limitada a uma constante. Assim, se
G contém os itens de I com peso maior que €, € possivel obter um empacotamento de G
que usa no maximo (1 + ¢’)opt([) recipientes, enumerando as possiveis configuracdes de
empacotamento dos itens de G’ onde ¢’ é um fator constante de .

Por outro lado, diferentemente do que ocorreu com o Problema do Empacota-
mento, quando bastou encontrar um empacotamento quase 6timo dos itens de GG e pre-
encher os recipientes gerados com os itens de P, a existéncia de cendrios leva a uma
complica¢do na distribui¢ao dos itens pequenos. Para solucionar esse problema, agrupa-
mos 0s itens pequenos de cada tipo e criamos um conjunto de itens grandes, todos com
tamanho dado por um fator constante de € e com o mesmo tipo. Utilizando esses novos
itens no lugar dos itens pequenos, construimos uma instancia modificada apenas com itens
grandes e encontramos um empacotamento utilizando o algoritmo anterior. Finalmente,
os itens criados sdo substituidos pelos itens pequenos correspondentes. Como o nimero
de elementos criados para cada tipo € 0 minimo necessdrio para receber os itens pequenos
desse tipo, uma solu¢@o 6tima para a instancia modificada ndo ¢ muito maior do que uma
solucdo Otima para a instancia original. O seguinte teorema resume esse resultado.

Teorema 2.1 Existe uma familia de algoritmos { A.} tal que, para cada constante € > 0,
o algoritmo A. executa em tempo polinomial e, para toda instancia I do Problema de
Empacotamento com Cendrios, A.(I) < (14 e)opt(I) + 1.
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