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Resumo. Grafos (3,6)-fullerenes sdo grafos planares, 3-conexos, ciibicos cu-
jas faces tém tamanho 3 ou 6. Determinar o menor niimero de arestas a serem
deletadas de um grafo de modo a obter um subgrafo gerador bipartido é conhe-
cido na literatura [Dosli¢ and Vukicevi¢ 2007] como o Problema de Frustragao
de Arestas. Neste trabalho, abordamos o Problemas da Frustracdo de Arestas
em grafos (3,6)- fullerenes. Mostramos que todo grafo (3,6)-fullerene com n
vértices torna-se bipartido apos a retirada de no mdximo \/‘%»n arestas.

Abstract. A (3,6)-fullerene graph is a cubic bridgeless plane graph with all
faces of size 3 or 6. Determining the smallest number of edges that have to
be deleted from the graph to obtain a bipartite spanning subgraph is known
in the literature [DoSsli¢ and Vukicevi¢ 2007] as the Bipartite Edge Frustration
Problem. In this paper, we investigate the Bipartite Edge Frustration Problem in
(3, 6)-fullerene graphs. We show that every graph (3, 6)-fullerene on n vertices

4

becomes bipartite after deleting at most 4/ 5

n edges.

1. Introducao

Segundo Dosli¢ e Vukicevi¢ [Dosli¢ and Vukicevi¢ 2007] uma aresta e € E é
dita frustrada com respeito a biparti¢do (V7,V5) de V' se ambas as extremidades de e
pertencem a mesma classe da biparticdo. O menor numero de arestas a serem deletadas
de um grafo de modo a obter um subgrafo gerador bipartido € conhecido na literatura
como o Problema da Frustracdo de Arestas e é representado pelo parametro 7,4.

Um grafo (3, 6)-fullerene é um grafo planar, cubico, 3-conexo cujas faces tém
tamanho 3 ou 6. Pela Relagdo de Euler sabe-se que todo grafo (3,6)-fullerene possui
exatamente 4 faces triangulares (faces de tamanho 3). O resultado central deste trabalho
fornece uma cota superior para o Problema da Frustragdo de Arestas em grafos (3, 6)-
fullerenes e estende o resultado similar obtido para grafos fullerenes.

Teorema 1.1 Se G é um grafo (3,6)-fullerene com n vértices, ent@o To4a(G) < /31

O restante do artigo estd dividido da seguinte maneira. Na se¢do 2, discutimos
conceitos especificos para a abordagem do Problema da Frustracdo de Arestas e introdu-
zimos a ideia de remendos e fossos. Na se¢do 3, provamos o Teorema 1.1.
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2. Preliminares

As defini¢cdes usadas neste trabalho sdo defini¢des padrdes. Para maiores detalhes
o leitor € convidado a consultar [Bondy and Murty 2008].

O grafo dual de um (3, 6)-fullerene é uma triangulacdo planar sem loops ou ares-
tas multiplas e todos os seus vértices tém graus 3 ou 6. No dual de um (3, 6)-fullerene os
vértices de grau 3 sdo também chamados de vértices defeituosos.

Por toda esta secdo, G € uma triangulag@o planar com todos os vértices de grau
menor que 6. Sejam um grafo G e um conjunto de vértices ' C V(G) tal que |T| é par.
Uma T-jun¢do de G é um subconjunto J C E(G) tal que 7' € o conjunto dos vértices de
grau impar em G[.J]. Observe que se 7" é o conjunto dos vértices de grau impar de G e .J é
uma 7’-jun¢do de G entdo |T'| € par (pois o nimero de vértices de grau impar em um grafo
¢ sempre par) e cada vértice de G — J tem grau par (pois retiramos de G uma quantidade
impar de arestas referentes aos vértices de grau impar e uma quantidade par de arestas

referentes aos vértices de grau par). O tamanho da menor 7-jun¢do de G é denotado por
(G, T).

Seja 0¢(X) o conjunto de arestas em um grafo GG com exatamente um vértice em
X C V(G). Um conjunto C' de arestas de G é um corte de aresta de G se C' = dq(X),
para algum X C V(G). Sejam X C V(G) e T' o conjunto dos vértices de grau impar de
G. Um T'-corte é um corte de aresta 6(X) tal que |7 N X| € impar.

Um empacotamento de T-cortes de G é uma colegdo disjunta 0(F) = {0(X) |
X € F} de T-cortes de G. Se T é o conjunto dos vértices de grau impar de G, entdo
denotaremos por v(G,T') o tamanho do maior empacotamento de 7-cortes de G. Uma
inclusdo sabia minimal € um conjunto dentre uma cole¢do de conjuntos que nao contém
qualquer outro conjunto da colecdo. Dado um empacotamento de 7'-cortes, um 7'-corte
dg(X) € uma inclusdo sdbia minimal quando dg(X) ndo contém qualquer T-corte do
empacotamento de 7'-cortes. Uma familia F € dita laminar se para cada par X,Y € F,
tem-se X CY, Y C X,ouXNY = 0.

Seja G* o dual de um (3, 6)-fullerene. O grafo G* nao € bipartido, pois suas faces
sdo todas triangulares. O grafo G*' obtido subdividindo as arestas de G* € bipartido,
pois todas as suas faces tém tamanho 6. Considere o grafo G** obtido, a partir de G*/,
adicionando trés novas arestas dentro de cada face de G*/, incidentes a cada um dos 3
vértices de grau 2. Chamamos G** de refinamento de G*. Todos os vértices em V (G**) —
V(G*) tém grau 6 em G**, portanto se D é o conjunto dos vértices defeituosos de G*,
entdo D é também o conjunto dos vértices defeituosos de G**.

O Lema 2.1 foi provado por Klein, Faria e Stehlik [Klein et al. 2012].

Lema 2.1 Para toda triangulacdo planar G e todo subconjunto T C V(G) tal que |T|
é par, 7(G,T) = sv(G*,T). Além disso, existe um empacotamento de T-cortes em G*
que é laminar, otimo formado por inclusoes sabias minimais.

Sejam X C V(G) e G[X] um subgrafo, 2-conexo, de G tal que todas as faces de
G[X], exceto a face exterior, sdo tridngulos. Um fosso de largura k em G ao redor do
remendo G[X] € um subconjunto de £(G) definido como:

3500) = | do (V).
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Em particular, 65(X) = 6¢(X). Se >_, (6 — d(v)) = d, entdo 6%(X) € um d-fosso de
largura %k, como mostra a Figura 1.

Figura 1. Nas duas figuras os subgrafos azuis representam remendos G[X]|. As
arestas de vermelho indicam um fosso de largura 1 e as arestas de verde um
fosso de largura 2. Ambos sao 3-fossos.

Se G* é o dual de um (3, 6)-fullerene, entdo os possiveis tipos de fossos de G* sdo
os 3-fossos, 0os 6-fossos, os 9-fossos e os 12-fossos.

Para todo fosso 07 (X) corresponde um conjunto |§%(X)| de faces triangulares.
Dizemos que as faces incidentes a pelo menos uma aresta de 6% (X) sdo geradas pelo
fosso 0% (X). Se G é um (3, 6)-fullerene, entdo o nimero de arestas em um 3-fosso de G*
¢ facilmente determinado.

Lema 2.2 Sejam G um grafo (3, 6)-fullerene, G* 0 dual de G e D o conjunto dos vértices
defeituosos de G*. Se dg-(u) = 3, e nenhuma aresta de 6"~ (u) é incidente a vértices do
conjunto D — {u}, entdo |8 (u)| = 3k>.

Demonstragcdo. Observe que em cada camada do 3-fosso de G* a quantidade de
arestas € dada pela sequéncia (3,3 +6,3+6-2,3+6-3,...,3+ 6 (k — 1)). Portanto,
|0 ()| = S0 [6(NP[u])] = 3k +6(1 +2+3 + ...+ k — 1) = 3k%. O

3. Resultados Centrais

O problema da frustragdio de arestas para os grafos (3, 6)-fullerene sera resolvido
através de sua versao dual, ou seja, determinaremos o menor nimero de arestas a serem
deletadas de um grafo G de modo que o grafo remanescente ndo possua vértices de grau
impar. Este pardmetro é denotado por 7((G). Ja discutimos que quando G é um grafo
(3,6)-fullerene o seu correspondente dual G* é uma triangulacdo planar cujos vértices
tém graus 3 ou 6 e existe pelo Lema 2.1, um empacotamento de 7-cortes em G** que
¢ laminar, 6timo, consistindo apenas de inclusdes sdbias minimais. Chamamos um tal
empacotamento de um empacotamento de fossos de T'-cortes que, neste caso, € composto
apenas de 3-fossos de G*.

Teorema 3.1 Seja G* o grafo dual de um (3,6)-fullerene. Se f é o niimero de faces de
G* e T € o conjunto dos vértices de grau impar de G*, entdo 7(G*,T) < %.

Demonstracdo. Seja G** o refinamento de G*. Assim G** é uma triangulagéo
planar com 4 f faces e todos os vértices de graus 3 ou 6. Pelo Lema 2.1, existe um empa-
cotamento de fossos dg+» (F). Seja mg o nimero de arestas em um 3-moat de dg«s (F).
Definimos o vetor de incidéncia 7 € R* da seguinte maneira: para cada u € T, seja 7, a
largura do 3-fosso centrado em w.
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Definimos o produto interno (-,-) em R* por <c?, 5> = > uer Guby. Também
definimos a norma || - || por ||d|| = (@, @).

Pela otimalidade de d¢-s (F),

TG\ T) = L(G™,T) = 1 <F, I> . sendo T = (1,1,1,1). (1)

Suponha que 0}, (u) € um 3-fosso de d¢+s(F), para algum v € P. Lembre-se
que pelo Lema 2.2, |d7%, (u)| = 3r2, logo somando sobre todos os 3-fossos,

my=3Y ra=3|7" (2)

ueT

O grafo G** tem 4 f tridngulos, e os 3-fossos geram m tridngulos de G**. Estes
triangulos sdo mutuamente disjuntos.

Usando (2), temos: 4f > m3 > 3||7]|*.

NERSED 3)

Portanto, por (1), (3) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:
(G T) = 5 (7 1) < g 7 Il = (171

Consequentemente temos,

Concluimos que 7(G*,T') < %. O
Aplicando o Teorema 3.1 ao grafo dual, obtemos a prova do Teorema 1.1.

Prova do Teorema 1.1. Seja G um grafo planar, cibico, 3-conexo com n vértices
e com todas as faces de tamanho 3 ou 6. O grafo dual de G € uma triangulacdo planar com
n faces e todos os vértices de graus 3 ou 6. Sejam 7' o conjunto dos vértices de grau impar
de G*, J* uma T-jun¢do minima de G*, e J o conjunto de arestas de G que corresponde
a J*. Como G* — J* ndo tem vértices de grau impar, G — J = (G* — J*)* é bipartido, e

pelo Teorema 3.1, |J| = [J*| < /3. O
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