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Abstract. This paper presents an unit time precedence constrained scheduling,
considering a variable number of identical parallel machines, which is NP-
Hard. For this problem, the best approximation ratio was provided by Coffman
and Graham’s algorithm (1972), 2 — % with m > 3 parallel machines, which
has long been the best ratio until recently an approximation algorithm that gua-
rantees schedules which are at most 2 — 3m7+1 factor as long as the optimal,
was proposed by Gangal and Ranade (2008), providing a small improvement

but with interesting theoretical concepts, whose analysis is presented.

Resumo. Neste artigo é apresentado o problema de escalonamento de tarefas
com tempos de execucdo unitdrios e restricoes de precedéncia, considerando
um numero varidvel de mdquinas paralelas idénticas, que é NP-dificil. Para
este problema, a melhor razdo de aproximagdo era fornecida pelo algoritmo
. ~ 2
de Coﬁnan e Grahqm (1 ?72 ), de fator de aproximagdo 2 — =, para m > 3
mdquinas paralelas idénticas, e que perdurou por um longo tempo até que re-
. . ~ 7 .

centemente um algoritmo de fator.de aproximagdo 2 ~ Sl foi propost'o por
Gangal e Ranade (2008), proporcionando uma melhoria pequena mas signifi-
cativa e com conceitos teoricos interessantes, cuja andlise é apresentada.

1. Introducao

O escalonamento de tarefas com tempos de execugao unitarios e restri¢cdes de precedéncia,
considerando maquinas (ou processadores) paralelas idénticas, consiste em um impor-
tante problema de otimizacdo combinatéria com aspectos de complexidade computaci-
onal de grande interesse. Deste modo, dadas J = {Ji, Jo,...J;, ..., J,,} tarefas de tem-
pos unitdrios de processamento, p; = 1, a serem escalonadas em |P| maquinas parale-
las idénticas, onde as tarefas |P| = n possuem relacdes de precedéncia entre si (prec),
deseja-se escalonar as n tarefas nas m maquinas de modo a minimizar o makespan, ou
seja, minimizar o tempo de completude (C}) da ultima tarefa a ser escalonada. Usando a
notagdo cldssica de 3-campos [Graham et al. 1979], tem-se P, |prec, p; = 1|Clyqz, OU sO-
mente P|prec, p; = 1|Cyq0, para o caso onde o nimero de maquinas for parte da entrada,
ou seja, se tiver um ndmero varidvel de maquinas, provado ser NP-dificil [Ullman 1975].
Se o ndmero de maquinas for fixo, com | P| = k, entdo, o problema ainda estd em aberto
e corresponde ao oitavo problema da lista de 12 problemas em aberto publicada no livro
Computers and Intractability [Garey and Johnson 1979], da qual apenas este problema de
escalonamento e o problema de isomorfismo em grafos, permanecem em aberto.
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O problema de interesse deste trabalho é o de escalonamento em um nimero
variavel de mdquinas, para o qual existem diversos algoritmos aproximativos, sendo por
muito tempo o melhor deles o proposto por Coffman e Graham, de razdo de aproximacao
2 — %, para m > 3 mdquinas paralelas idénticas [Coffman and Graham 1972].
Recentemente, um algoritmo de fator de aproximagdao 2 — 3m7+1 foi proposto
[Gangal and Ranade. 2008], proporcionando uma melhoria pequena mas significativa e
com conceitos tedricos interessantes. Este algoritmo € analisado no restante deste artigo.

2. Algoritmo aproximativo para Plprec,p; = 1|Craax

Nesta secdo serdo brevemente apresentados os principais algoritmos aproximativos para
Plprec,p; = 1|Cyqy. O algoritmo pioneiro foi proposto em 1961 [Hu 1961], e mos-
trou que resolve o problema Plprec,p; = 1|Cy,0, em tempo polinomial quando as
restricoes de precedéncia das tarefas sdo drvores enraizadas (in-tree, out-tree, in-forest
e out-forest). Para tais casos, a complexidade do algoritmo é da ordem de O(|V'|log|V'])
[Papadimitriou and Yannakakis 1979], onde |V'| é o nimero de vértices, assim o algo-
ritmo oferece um escalonamento 6timo quando | P| = 2, porém, para | P| > 3 o algoritmo
dista 2 — | P\l—l do 6timo [Feng 1975]. Em 1972, o algoritmo de Hu foi refinado, fi-
cando conhecido como algoritmo CG [Coffman and Graham 1972], cuja complexidade
ficou O(|V| + |E|). Lam & Sethi mostraram que a razio de aproximagdo do algoritmo
de CG quando |P| > 3éde 2 — %, onde |P| é o nimero de processadores. Em 1994,
foi corrigido um erro na andlise de Lam & Sethi e deram com melhoria no limite in-
ferior gerado [Braschi and Trystram 1994]. Trinta e cinco anos mais tarde, em 2008,
um algoritmo com melhor aproximacdo do 6timo que todos os anteriores foi proposto

[Gangal and Ranade. 2008] e serd apresentado seguir.

2.1. Algoritmo aproximativo de Gangal & Ranade(GR)

O algoritmo de melhor razdo de aproximagdo para o problema P|prec,p; = 1|Cpnas
foi proposto em 2008 [Gangal and Ranade. 2008], onde foi estabelecida uma razdo de
aproximacdo de 2 — 3] P7‘ —7> onde |P| é a quantidade de processadores para o caso de
|P| > 3, portanto, melhor que os seus antecessores.

Os passos detalhados do algoritmo sao apresentados a seguir (Algoritmo 1). Cada
vértice folha serd calculado pelo caminho do comprimento mais longo no grafo. NV € a
quantidade de sucessores de v no caminho mais longo até suas folhas. L € o nimero
de arcos no caminho de v até u, |P| s@o os processadores e DD o maior prazo do cami-
nho. As colunas representam o tamanho do tempo no escalonamento. A equagdo (1) é
utilizada para calcular os prazos D(v) para cada vértice v no sentido inverso da ordem
de classificacdo na ordenagdo topoldgica, comegando pelas folhas das arvores em que
N(v, D, L) é o maior conjunto de vértices (v, u) e, serd calculado o menor prazo, tendo
um caminho de comprimento pelo menos L + 1, conectando v até u com D(v) < D, onde
D € o prazo do caminho mais longo no grafo direcionado. O alcance maximo de valores
inteiros que L, D, |N(v, D, L)| pode tomar é |V|, contudo, a complexidade de tempo do
algoritmo € |V'|* para calcular todos prazos.

N(v,D,L)

D(v) = D—L—[—=3

] (D
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Algoritmo 1: Algoritmo - (Gangal & Ranade)

Entrada: Grafo G(V, E), P: Conjunto de processadores.
inicio
1 - Inclua um vértice a com arestas Vv € V(QG)
para cada vértice v € V(G) hacer
se v € vértice sem sucessores entao
Seja D(v) = A, onde A é um niimero qualquer, D(v) = comprimento do
caminho mais longo em G;
senao
| Calcule os prazos D(v) para os outros vértices de acordo com a Equagdo (1);
fim se
fin para cada
2 - Ordene os vértices em ordem ndo decrescente de acordo com seu prazo, realizando
a redugdo de transitividade ;
3 - Escalone a no tempo 1 do processador 1;
para cada vértice v € V(G) hacer
enquanto Reorganiza predecessores (v) faca
1. Seja t' uma coluna com maior prazo, tal que contém alguns predecessores
de v;
2. Seja A o conjunto de vértices na coluna de t' — 1 e coluna t';
se todos os vértices em A tiver o mesmo prazo, e A tem no mdximo |P|
predecessores de v, e coluna t' tem menos de | P| vértices entdo
- Mova os predecessores de v para a posigdo t' — 1;
- Mova outros vértices da coluna t' — 1 para a coluna t' se for
necessdrio;
fim se
fim enqto
Seja t o menor tempo em que v pode ser escalonado;
Escalone v na coluna t livre do primeiro processador disponivel.
fin para cada

fin

Primeiramente, um vértice artificial a € criado e conectado com todos os outros
vértices, e se estima prazos D(v) para todos os vértices v, que define o comprimento
do caminho mais longo no grafo (G). Os prazos dos outros vértices sdo, entdo, calcula-
dos utilizando-se a equacdo (1). Depois de calculado os prazos, o algoritmo realiza uma
reducdo de transitividade no grafo. Tal processo, com a reorganizagdo dos predecesso-
res, onde os vértices que estdo na coluna ¢ — 1, com ¢’ tendo algum prazo, nio afeta as
restricdes de precedéncias, pois as tarefas estdo prontas para serem escalonadas na quan-
tidade de processadores disponiveis naquele momento. Se todos os antecessores de v se
moverem para a coluna de ¢’ — 1, em seguida, v é escalonado na coluna ¢’. O beneficio
deste rearranjo € exemplificado na Figura 1, onde é demonstrado que a reorganizacao dos
predecessores no primeiro bloco nao € possivel, no entanto, no segundo bloco da instancia
do exemplo percebe-se que o tempo € quebrado, e isto ocorre devido a reorganizacao das
tarefas seguintes. A tarefa j que iniciava no tempo 7 foi para o tempo 6. Por consequéncia,
a tarefa g que estava iniciando no tempo 6 agora inicia no tempo 7. Com isto, as tare-
fas sucessoras de j passam a ser {n,p,0} e, consequentemente, z diminue um periodo de
tempo, para o inicio da execucdo. As tarefas [ e n podem iniciar no tempo 7, pois, a
quantidade de tarefas € menor que de processadores. Como a tarefa © ¢ uma folha e tem
baixa prioridade, inicia no tempo 8. A tarefa p vai para o tempo 7 e, consequentemente,
z vai para o tempo 8 (terminando assim o escalonamento). Pode-se perceber claramente
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Figura 1. Alg. GR, com reorganizacao dos predecessores para |P| = 4.

que apos tal reorganizagdo, o tempo diminui de 11 para 9, mas 9 € o comprimento do
caminho mais longo no grafo e, portanto, € um limite inferior. Assim a Figura 1 mostra o
escalonamento 6timo para este grafo.

3. Consideracoes Finais

Neste trabalho foi abordado o algoritmo de melhor razdo de aproximacdo para

Plprec,p; = 1|Cyqz, sendo de fator 2 — 3‘P7|+1, considerando |P| > 3. E 6timo para

2 maquinas e, para 3, mantém o fator de 2 — %, dado pelo algoritmo de CG.
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