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Abstract. In the center p-hub problem, we are given a metric space (V,d) and a
set D C V2, that represents flow demands. The objective is to select a subset of
V' of size p, which are called hubs, and assign each demand uv to a terminal w,
minimizing the maximum distance of traveling from origin u, hub w, and desti-
nation v. Although hub location problems comprise a very active area, there are
few works on approximation. For the center p-hub problem, we notice that there
is a lower bound of 2, and obtain the first approximation, that achieves factor 3.

Resumo. No problema de centros dos p-terminais sd@o dados um espaco métrico
(V,d) e um conjunto D C V? que representa demandas de fluxo. O objetivo é
selecionar um subconjunto de V' de tamanho p, denominado terminais, e asso-
ciar cada demanda uwv € D a um terminal w, de forma a minimizar o maior
custo de percurso entre uma origem u, o terminal associado w e o destino v.
Embora os problemas de alocacdo de terminais componham uma drea bastante
ativa nos ultimos anos, ainda hd poucos trabalhos de aproximagdo. Para o pro-
blema de centros dos p-terminais, nos verificamos um limitante inferior de 2
para o fator e obtemos um primeiro algoritmo de aproximagdo, com fator 3.

1. Introducao

Problemas de alocacdo de terminais aparecem em diversas aplicagdes, quando ha a ne-
cessidade de satisfazer demandas de fluxo entre pares dos mais variados objetos, como no
deslocamento de pessoas, de transporte de commodities, ou de transmissdo de informacao.
Nessas situagdes, ao invés de conectar os objetos (os chamados clientes) diretamente,
muitas vezes € desejavel a criacdo de terminais (os chamados hubs), com os quais a co-
nexao € mais barata e eficiente. O exemplo cldssico é o das malhas aeroportudrias, quando
um voo entre entre duas cidades contém uma parada em algum aeroporto de transferéncia:
o problema é como escolher e alocar uma quantidade limitada de terminais, minimizando
os custos de conexdo. Em outro exemplo, o objetivo € alocar um conjunto de hubs em
uma rede de computadores, de forma a minimizar a maior laténcia entre dois nds.

Diversas variantes sdo consideradas, dependendo se o objetivo € minimizar o custo
total de conexao, ou o maior custo de conexao; se instalar um terminal tem um custo, ou
ha uma quantidade limitada de terminais; se a demanda por uma unidade de fluxo passa
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por um ou mais terminais, etc. Neste trabalho, estamos interessados em uma variante, que
denominamos de problema de centros dos p-terminais, em que hd p terminais disponiveis,
cada demanda por fluxo passa por apenas um terminal e o objetivo é minimizar a maior
distancia entre um n6 de origem, o terminal associado e o nd destino de uma demanda.

Embora estes problemas sejam estudados na teoria cldssica de localizacao desde
o inicio do século 20, os problemas de localizacdo e alocacdo de terminais sdo estudados
mais formalmente apenas a partir da década de oitenta, particularmente com o trabalho
de [O’Kelly 1986]. Ao contrario dos problemas classicos de localizacdo, para os quais
ha diversos algoritmos de aproximacgdo, os problemas de aloca¢do de terminais foram
estudados principalmente por meio de heuristicas e métodos exatos [Farahani et al. 2013].

Poucos algoritmos de aproximagdo foram propostos para problemas de alocacao
de terminais. Para uma variante chamada problema de centros dos p-terminais em estrela
(star p-hub center problem) [ Yaman and Elloumi 2012], quando o subgrafo induzido pe-
los terminais € uma estrela e cada cliente s6 pode se conectar a um dnico terminal folha,
[Liang 2013] mostrou que o problema € inaproximavel por um fator melhor que 1,25 e ob-
teve uma 3,5-aproximagdo. Quando o objetivo € minimizar a soma dos custos de conexao,
uma variante comumente considerada € o problema de terminais e raios de alocacdo sim-
ples (single allocation hub-and-spoke problem), quando o fluxo de uma demanda pode
percorrer dois ou mais hubs, 0s p terminais sao completamente interconectados e ha um
fator de desconto o, com 0 < o < 1, para conexdo entre terminais. [Sohn and Park 1997]
mostraram que o problema é NP-dificil mesmo para p = 3. [Iwasa et al. 2009] obtiveram
uma aproximacao com fator 3 e uma aproximacao aleatorizada com fator 2.

Neste trabalho, ndés damos mais um passo na direcdo de algoritmos de
aproximacdo para problemas de terminais e apresentamos uma 3-aproximacao para o
problema de centros dos p-terminais. A principal técnica é um preprocessamento da
instancia utilizada no chamados problemas de gargalo, como o cldssico problema dos
k-centros [Hochbaum and Shmoys 1986]. N6s observamos que o problema nao tem uma
aproximac¢do melhor que 2, a ndo ser que P = NP.

2. Preliminares

Definicao No problema de centros dos p-terminais, uma instancia € dada por um con-

junto V, de clientes, uma funcéo de custo de conexdo associada d : V' x V' — R*, um

conjunto de pares D C V' x V, que representam demandas por fluxo entre pares de cli-

entes, € um inteiro positivo p. Uma solucdo é um subconjunto H de V' com tamanho

p, que representa terminais a serem instalados, e uma atribuicdo ¢ : D — H, que as-

socia cada demanda a um terminal. O objetivo € encontrar uma solu¢do que minimize
maxep d(u, p(uv)) + d(d(uv),v).

N6s assumimos que a fungdo d é métrica, isso €, € simétrica e satisfaz a desigual-
dade triangular d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todos u,v,w € V. Observe que para
descrever uma solugdo para o problema, basta obter um conjunto de terminais a serem
instalados, j4 que uma demanda uv sempre serd atribuida a um terminal instalado w cujo
valor d(u,w) + d(w, v) € minimo.

Podemos reduzir o k-centros, que ndo admite fator de aproximacgdo melhor que 2
[Hochbaum and Shmoys 1986]. Dada uma instancia (V, k) do k-centros, criamos uma
instancia do nosso problema com demanda uu para cada v € V' e p = k. Obtemos:
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Teorema 1. Suponha que exista uma p-aproximacdo para o Problema de Centros dos
p-Terminais com p < 2, entdo P = NP.

3. Uma 3-aproximacao
3.1. Algoritmo

N6s podemos interpretar o problema dos p-terminais como um problema de gargalo. Nes-
ses problemas, o valor da soluc¢dao 6tima é dado pelo peso de uma aresta do grafo subja-
cente, entdo podemos enumerar todos os valores possiveis e utilizar um preprocessamento
para reduzir o problema para o caso particular em que métrica é dada por um grafo com
pesos unitarios. Embora o valor 6timo no problema dos p-terminais nao seja necessaria-
mente a distancia entre dois clientes de V', ainda podemos utilizar essa estratégia. Nosso
algoritmo € dividido em duas partes: preprocessamento, que reduz uma instancia para
uma instancia de um problema auxiliar; e clustering, que obtém uma parti¢ao dos clientes
de tal forma que cada parte tenha um centro e exista um terminal instalado “pr6ximo” ao
centro. Cada parte estd descrita a seguir. O processo estd resumido no Algoritmo 1.

Preprocessamento Dado 7 > 0, construa o grafo bipartido GG, entre demandas D e
candidatos a terminais V/, tal que existe aresta entre uv € D e w € V se, e somente se,
d(u,w) + d(w,v) < 7. O objetivo do subproblema é: ou obter um certificado de que
ndo hd um conjunto de p terminais em G, cuja vizinhanga cubra todas as demandas, ou
obter uma solug@o para o problema original cujo valor é no méaximo 37. Para 7 = OPT,
onde OPT € o valor 6timo, o conjunto dos p terminais em uma solu¢do 6tima cobre todas
as demandas, assim podemos testar todos os possiveis valores de 7 < OPT e obter uma
solu¢do de custo no maximo 37 < 30PT. Seja 79 = maxywep d(u,v). Trivialmente
temos OPT > 79, ja que o fluxo de cada demanda uv em uma solugdo 6tima € pelo menos
d(u,v). Portanto, precisamos testar apenas valores 7 > 7y. Note que para 7 > 79, cada
demanda uv tem pelo menos um vizinho em G.

Clustering Seja N¢_ (v) o conjunto de vizinhos de v em G,. Dizemos que duas de-
mandas uv e u'v’ sdo vizinhas se elas compartilharem um vizinho em G, isto €, se
Ng, (uv) N Ng.(u'v") # 0. O conjunto de clientes é particionado de maneira gulosa,
considerando as vizinhancgas. Em cada iteracdo, uma demanda ainda ndo particionada é
selecionada como “centro” e uma nova parte é criada com o centro e todas as demandas
vizinhas do centro. O algoritmo termina quando todas as demandas estiverem partici-
onadas. Em seguida, para cada parte com centro uv, um terminal é escolhido entre as
adjacéncias de uv em G,. Em particular, note que u € Ng_(uv).

3.2. Analise
Primeiro, obtemos o seguinte lema auxiliar, cuja demonstracdo segue diretamente da
constru¢do do algoritmo.
Lema 2. Para cada 7, existe um conjunto F; C D tal que:

1. para todo uv,u'v' € F,, com uv # u'v', Ng_(uv) N Ng, (u'v") = 0;

2. paratodo u'v' € D, existe uv € F, tal que Ng,(uv) N Ng, (u'v') #Deu € H,.

Agora podemos demonstrar a aproximacao.

Teorema 3. O Algoritmo | é uma 3-aproximagcdo para o problema de centros dos p-
terminais.
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Algoritmo 1: Aproximagao para o problema de centros dos p-terminais
Entrada: V, D, p, d

1 Tp ¢ MaXywep d(u,v)

2 A+ {d(u,w) +d(w,v) :wv € D,w €V, d(u,w) + d(w,v) > 70}
3 para 7 € A em ordem crescente faca

4 Crie o grafo bipartido G,

5 D'« D

6 H. 10

7 enquanto D' # () faca

8 Sejauv € D'

9 H, + H,U{u}

10 D'« D'\ {uv' € D' : Ng,(uv) N Ng, (u'v") # 0}
1 se |H.| < p entdo

12 devolva H .

4. Extensoes e trabalhos futuros

Ao contrério dos k-centros, para o qual o fator de aproximacao corresponde ao limitante
de aproximacao de 2, para o problema dos p-terminais o fator € 3 e o limitante inferior € 2;
uma questao natural é, portanto, se ambos problemas podem ser aproximados pelo mesmo
fator, ou se o problema dos p-terminais é mais dificil de aproximar. Em trabalhos futuros
pretendemos considerar generalizagdes do problema, como a variante em que mais de um
terminal pode ser percorrido, quando hé incentivo no percurso entre terminais.
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