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Abstract. We study the minimization of sequential transducers with outputs in
structures which we call monoids with gcd (“greatest common divisor”). We
prove the existence of a minimal sequential transducer for a sequential func-
tion X* — M, where M is a cancellative monoid such that every non-empty
subset has a single gcd. This result includes the minimization for outputs in a
free monoid or in the additive monoid of the non-negative real numbers, among
others. Next, we characterize the sequential functions >* — M, where M is a
cancellative monoid with gcd, by using the right congruence of a function.

Resumo. Estudamos a minimizacdo de transdutores sequenciais utilizando
para as saidas uma familia de mondides que chamamos de mondides com
mdc. Provamos a existéncia de um transdutor minimal para funcdes sequen-
ciais * — M, onde M é um mondide cancelativo com mdc tnico. Esse re-
sultado inclui diversos mondides de interesse, como os mondides livres, e o
mondide aditivo dos niimeros reais ndo-negativos. Também apresentamos uma
caracterizagdo das fungées sequenciais 2J* — M, onde M é um mondide can-
celativo com mdc, utilizando a congruéncia a direita de uma funcdo.

1. Introducao

Os automatos finitos sdo tao essenciais na Ciéncia da Computagdo quanto os espacos
topoldgicos na Andlise e os grafos na Combinatéria, por representarem a nog¢do de
computagdo em sua forma mais limpida. Em consequéncia, a disciplina hoje denomi-
nada Teoria dos Autdmatos firmou-se como um dos pilares da Ciéncia da Computacao.

Em sua definicdo mais simples, transdutores' sdo uma extensdo do modelo de

autdmato no qual as transi¢des sdo rotuladas por um par de palavras, uma dita de en-
trada e outra de saida. Ao invés de reconhecer linguagens, os transdutores realizam
relagoes entre linguagens, chamadas fransducoes em algumas referéncias (especialmente
americanas), ou ainda relagoes racionais (especialmente pelos autores filiados a escola
francesa). A defini¢cao formal repousa no produto cartesiano de dois mondides livres >*
e ['*, 2* x I'*, um mondide cuja operacao € a aplicacao das concatenagoes de >* e ['* nas
coordenadas respectivas. De forma mais geral, um mondide qualquer, como os nimeros
reais com a operagdo de soma, pode ser utilizado no lugar do mondide de saida ™.

*Este trabalho € apoiado pelo projeto Problemas estruturais em modelos formais de Computacdo, Edital
MCTI/CNPQ/Universal 14/2014 (Processo 459957/2014-7).

"Por limitacio de espago, ndo apresentamos neste resumo definicdes e notacdes bésicas sobre autdmatos
e transdutores. Esse material pode ser consultado no livro de Jacques Sakarovitch [Sakarovitch 2009].

840



ETC - 1° Encontro de Teoria da Computacio

Versoes restritas de transdutores, as chamadas maquinas de Mealy e Moore, estao
entre os primeiros tipos de autdmatos da literatura, tendo sido propostos na década de
1960. Desde entdo, os transdutores se firmaram como uma das pedras angulares da Teoria
dos Autdmatos, citando aqui o compéndio classico de Samuel Eilenberg [Eilenberg 1974].
Transdutores também tem muitas aplicacOes praticas. Por exemplo, algoritmos para
determinizagdo, minimizacio e composi¢ao de transdutores sao extensivamente utilizados
em sistemas de tratamento de linguagem natural [Benesty et al. 2008]. Um aspecto im-
portante dessas ferramentas € sua sustentacao em propriedades profundas de transdutores
cujo estudo remonta a década de 1970 [Choffrut 1979] mas que foram desde entdo revisi-
tadas através de novas abordagens [Béal et al. 2003, Choffrut 2003]. Um panorama atua-
lizado da extensao da teoria dos transdutores pode ser consultado em [Sakarovitch 2009].

As relagOes racionais que sdo fungdes parciais — ou fungdes racionais — tiveram
uma posi¢cdo predominante nesse contexto devido a propriedades notdveis dessa familia
(decidibilidade, ndo-ambiguidade), e em particular devido ao interesse tedrico e pratico
envolvido no conceito de determinismo (na entrada). Contrariamente ao caso classico
dos autdomatos sobre um mondide livre, nem todo transdutor funcional (= realiza uma
funcdo) pode ser determinizado; a caracterizacdo das func¢des racionais que admitem uma
leitura deterministica, ou sequencial, em nossa terminologia, ¢ um resultado profundo,
obtido por Choffrut em 1979 [Choffrut 1979]. Aquelas que podem ser realizadas por um
transdutor sequencial® — as funcdes sequenciais — sdo importantes em aplicacdes praticas.

O presente resumo aborda o conceito de minimizagdo de transdutores sequenci-
ais, que estende os resultados cldssicos sobre autdomatos deterministicos. O estudo de
um transdutor minimal que realiza uma funcdo sequencial aparece implicitamente em
trabalhos da década de 1970 de Choffrut [Choffrut 1979], e explicitamente em trabalhos
posteriores de Reutenauer [Reutenauer 1990] e Choffrut [Choffrut 2003]. Nesses dois
ultimos, sdo consideradas fun¢des com saidas em um mondide livre. Ao mesmo tempo,
um conceito de transdutor minimal para funcdes sequenciais com saidas em outros tipos
de mondides, como o mondide dos nimeros reais com a operagdo de adicdo, também
foi estudado por Mohri e colaboradores, em conexdao com aplicacdes em tratamento de
linguagem natural [Mohri 2000]. A abordagem ao assunto ndo € uniforme na literatura:
de um lado, constituiu-se uma no¢do de congruéncia sintatica para fungdes, semelhante a
congruéncia de Nerode para linguagens, que permite caracterizar algebricamente o trans-
dutor minimal para uma fun¢do com saidas em um mondoide livre. Como ocorre com 0s
autdmatos, essa maquina minimal tem o menor ndimero de estados dentre todas aquelas
equivalentes, o que pode ser observado através de morfismos entre transdutores. Esse tra-
tamento, utilizado por Eilenberg no estudo da minimizacao de autdmatos, aparece super-
ficialmente no trabalho de Reutenauer, e explicitamente no trabalho de Choffrut de 2003.
Nessa abordagem, o primeiro passo € definir o transdutor seqiiencial minimal associado
a uma funcdo, de maneira puramente algébrica. Em seguida, utilizando morfismos de
transdutores sequenciais, demonstra-se a minimalidade desse transdutor. No trabalho de
Mohri, a abordagem ¢ algoritmica: o objetivo € descrever a constru¢ao de um transdutor
minimal, tanto para emissdes em um mondide livre, quanto em um mondide numérico.

Nossa intencdo € apresentar um formalismo permitindo descrever o conceito de

2Preferimos o termo sequencial a subsequencial, usado originalmente. Uma discussio sobre a termino-
logia (e algoritmos para decidir a sequencialidade) € feita em [Lombardy and Sakarovitch 2006].
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autdmato minimal de forma unificada, considerando em uma tnica linguagem diversos
mondides ja abordados na literatura. Para tanto, definimos uma familia de monéides, que
chamamos de mondides com mdc, que abstrai as propriedades essenciais do mondide de
saida para a defini¢dao de um transdutor minimal. Nas préximas se¢des, esbocamos nossos
principais resultados, e fazemos referéncia a nossa dissertacdo de mestrado para uma
discussao mais extensa sobre o assunto e as demonstracdoes completas [de Souza 2004].

2. Transdutores sequenciais minimais

Seja M um monéide. Dados elementos a e b em M, escrevemos a|b se existir um elemento
b em M tal que b = ab’. Essa relagdo de “divisibilidade”é transitiva, reflexiva, mas nio
necessariamente anti-simétrica (considere o caso de um grupo). Dado um subconjunto
ndo-vazio S de M, dizemos que um elemento m € M é um mdximo divisor comum, ou
mdc, de S, se m|a, para todo a € S, e para cadan € M, se nl|a, para todo a € S, entdo
n|m. Dizemos que M é um mondide com mdc se todo subconjunto ndo-vazio de M tiver
pelo menos um mdc . Interessa-nos o caso de o mdc de todo subconjunto nao-vazio de
M ser tnico. Dizemos nesse caso que M é um mondide com mdc iinico. Exemplos dessa
estrutura sd@o: mondides livres (0 mdc € a operagdo de maior prefixo comum de uma
linguagem); mondides livres comutativos; o mondide (Z, -) dos inteiros positivos, com
a operagdo de produto (com o mdc usual); o mondide (R, +) dos niimeros reais ndo-
negativos, com a operagdo de adi¢do (o mdc € o infimo de um conjunto). Intuitivamente,
o mdc abstrai a extragdo do maior prefixo comum de uma linguagem, operacio essencial
na defini¢do do transdutor minimal com emissdes em um monoide livre.

O escopo de nossa defini¢do de transdutor minimal € o das func¢des sequenciais
f:¥* — M, onde ¥ € um alfabeto, e M € um mondide cancelativo com mdc unico. A
teoria aqui desenvolvida € entdo uma extensao do trabalho de Choffrut de 2003, no qual o
mondide de saida € sempre um mondide livre [Choffrut 2003]. Ademais, Choffrut define
o transdutor minimal utilizando a congruéncia sintdtica de uma func¢do. Fazemos uma
constru¢do direta do transdutor minimal a partir de f, seguindo as ideias desenvolvidas
nas secoes I11.3 e XIL.5 do livro de Eilenberg [Eilenberg 1974].

Em linhas gerais, a constru¢do do transdutor sequencial minimal para f, que de-
notamos 77, parte do conjunto Q° de todas as fung¢des parciais ndo-vazias g : £* — M
tais que mdcg = 1 (onde 1 é a unidade do mondide; para o mondide livre, € a palavra
vazia). Esse conjunto € andlogo ao conjunto poténcia de 2* na defini¢do do autdbmato mi-
nimal para uma linguagem sobre > (mas note a restri¢do imposta sobre o mdc ). De forma
puramente algébrica, definimos entdo uma agio - de ©* sobre ¥, e uma emissio * de X*
sobre Q° em M (que correspondem as regras de transicio e emissdo do transdutor). As
restricdes de - e * a uma parte especial de Q° constituem o transdutor 7;. A propriedade
mais relevante dessa construgio, que garante a minimalidade de 7, é:

Teorema 2.1 Seja [ : ¥* — M uma funcdo sequencial, onde M é um mondide cancela-
tivo com mdc tinico. Para todo transdutor sequencial bi-acessivel T que realiza f, existe
um morfismo proprio ¢ : T — Ty.

Como ¢ : T — 7T; é uma fungdo sobrejetora, n; < n, onde ny e n sdo os
nimeros de estados de T e T, respectivamente. Essa propriedade ndo apenas mostra
que 7T € finito, se f for sequencial, mas também que 7; tem o menor ndmero de estados
dentre todos os transdutores que realizam f. Ademais, é facil ver que, se 7 tiver o mesmo
nimero de estados de 7; e for prefixo, entdo 7 e 7; sdo isomorfos.
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3. Congruéncia de uma funcao e reducao

Nosso estudo sobre o transdutor minimal com emissdes em um mondide cancelativo
com mdc unico completa-se com os seguintes resultados: definimos uma congruéncia
~¢ de uma fungdo entre mondides, que estende o conceito de congruéncia a direita, ou
congruéncia de Nerode, de uma linguagem; descrevemos um conceito de equivaléncia
= de estados para transdutores sequenciais, que estende o conceito correspondente para
autdmatos finitos. Com essa ideia, € possivel construir um transdutor minimal a partir de
uma parti¢do do conjunto de estados de um dado transdutor sequencial. Em se tratando
do mondide livre, o conceito da congruéncia a direita de uma funcdo apareceu no traba-
lho fundamental de Schiitzenberger sobre fun¢des sequenciais [Schutzenberger 1977]; os
conceitos de estados equivalentes e transdutor quociente estao em [Reutenauer 1990]. Os
resultados relevantes nesse contexto sao:

Teorema 3.1 Sejam > um alfabeto, e M um mondide cancelativo com mdc tinico. Uma
fungdo f : 3" — M é seqiiencial se, e somente se, 0 quociente 3* |~ € finito.

Teorema 3.2 Seja T um transdutor sequencial bi-acessivel e prefixo que realiza uma
fungdo sequencial f : ¥* — M. Entdo, T /= = T;.
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