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Abstract. In the bin packing problem, one desires to pack a set of items in bins
while respecting the bins’ capacities with the objective of minimizing the number
of bins used. In this paper, we consider the problem of sharing the cost of
packing between the participant agents.

Resumo. No Problema do Empacotamento, queremos empacotar um conjunto
de itens em recipientes de forma a respeitar a capacidade dos recipientes e a
minimizar o niimero de recipientes usados. Neste artigo, abordamos o problema
de compartilhar o custo do empacotamento entre os agentes participantes.

1. Introducao

No Problema do Empacotamento, queremos empacotar um conjunto / de n itens (onde a;
¢ o tamanho do item ¢) em recipientes de capacidade 1 de forma a respeitar a capacidade
dos recipientes € a minimizar o numero de recipientes usados. Aplicagdes do problema
incluem armazenamento de cargas, escalonamento de tarefas computacionais, etc. Em
muitos desses cendrios, € natural considerar a participacdo de diversos agentes colabo-
rando para empacotar seus itens, ja que, de tal forma, € possivel utilizar uma quantidade
menor de recipientes do que se os agentes empacotassem seus itens individualmente.

Neste artigo consideramos o Problema do Empacotamento do ponto de vista da
Teoria dos Jogos Cooperativos, considerando que cada item é controlado por um jogador
diferente. De forma geral, considere que um conjunto A de jogadores desejam cooperar
para realizar uma tarefa e que, se um conjunto S C A (uma coalizdo) de jogadores
cooperarem, entdo eles conseguem realizar a tarefa com um custo ¢(.S) (no nosso caso,
o nimero de recipientes necessarios para empacotar os itens do conjunto S). Assim,
desejamos compartilhar o custo ¢(.4) entre os jogadores definindo um preco p; para cada
jogador i € A. Dizemos que a precificacdo p: A — R pertence ao niicleo se ela satisfaz
as seguintes propriedades: ) .., p; = c(A) (or¢amento balanceado) e ), s p; < c(S)
para todo S C A (propriedade do niicleo). Isto é, os precos pagos pelos jogadores € igual
ao custo de realizar a tarefa e, para qualquer coalizdo S de jogadores, nao € vantajoso para
os jogadores em .S empacotarem seus itens eles mesmos ao invés de realizar a tarefa com
a grande coalizagcdo A dos jogadores.

Porém, para muitos jogos e, em particular, para muitas instancias do Problema do
Empacotamento, o nicleo € vazio. Assim, duas relaxacdes sdo consideradas na litera-
tura. No niicleo -taxado, exigimos o orcamento balanceado mas relaxamos a proprie-
dade do niicleo, exigindo apenas que ) ..o p; < (1 4 ¢)c(S) paratodo S C A. Isto é,
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consideramos que uma coalizdo S teria uma taxagdo adicional de ec(.S) no custo de re-
alizar a tarefa apenas entre eles. Ja no niicleo y-aproximado, exigimos a propriedade
do nicleo, mas relaxamos a exigéncia do or¢camento balanceado, exigindo apenas que
ye(A) <3 icapi < c(A), isto é, coletamos pagamentos do jogadores de forma a cobrir
pelo menos uma fracao y do custo de realizar a tarefa. Neste artigo estamos interessados
no conceito de nicleo y-aproximado para o Problema do Empacotamento.

Trabalhos Relacionados [Faigle and Kern 1993] consideraram uma versdo do Pro-
blema da Mochila Multipla (porém, o denominaram como Problema do Empacota-
mento) € mostraram que, se todo item cabe em qualquer um dos recipientes, entao
o ndcleo 1/2-taxado é ndo-vazio. O resultado mais recente para tal problema é
de [Qiu and Kern 2016] que consideram o caso onde todas as mochilas tém a mesma capa-
cidade e mostraram que o nicleo 1/4-taxado é nido-vazio para toda instincia do problema.
Apesar da semelhanca com o nosso trabalho, tais resultados consideram um problema e
um conceito de relaxacdo de nicleo diferente dos considerados nesse artigo.

2. Resultados para o nicleo v-aproximado

Teorema 2.1. Para todo 0 < ¢ < 1/2, existe uma instincia do Problema do Empacota-
mento com nicleo (1/2 + ¢)-aproximado vazio.

Demonstracdo. Seja k > 1/(2¢) um inteiro e considere a instincia onde temos &k + 1
itens de tamanho 1/k. Note que ¢(I) = 2 e que, para toda coalizdio S C I,
¢(S) = 1. Portanto, para toda coalizdo S de k itens, temos que >, <p; < 1. So-

mando sobre toda possivel escolha de .S, temos que zie I (k:) Di < (kzl) Portanto,

Sierpi < B = (3 + 1) (1) < (3 +¢) ¢(I), de onde segue que nenhuma precificagdo

pertence ao niicleo (1/2 + ¢)-aproximado. O

Seja A um conjunto de jogadores e ¢ : 24 — R uma funcio de custo, um esquema
de compartilhamento de custos é uma funcdo &: A x 24 — R tal que, paratodo S C Ae
todoi ¢ S, £(i,S) = 0. Dizemos que & é y-or¢camento balanceado se, para todo conjunto
S C A, temos que vc(S) < Y. 6 &(4,5) < c(S) e que € monotdnico cruzado se, para
todo S, T C Aei € S,£(i,58) > &(i,SUT).

A existéncia de um esquema de compartilhamento de custos monoténico cru-
zado ~y-or¢camento balanceado £ implica na existéncia de uma precificacdo no nudcleo
~-aproximado (basta considerar a precificagdo dada por £(.,.A)).

Além disso, no cénario onde um leiloeiro decide quais jogadores terdo seus itens
empacotados e o preco p; a ser pago por cada jogador ¢ de acordo com os lances sub-
metido pelos jogadores, sendo que cada jogador ¢ obtém um valor v; por ter o seu item
empacotado, obtendo utilidade v;q; — p; onde ¢; € uma varidvel indicadora se ¢ é esco-
lhido ou ndo, um resultado de [Moulin 1999] mostra que a existéncia de tal £ implica na
existéncia de um mecanismo a prova de estratégia de grupos ~y-or¢amento balanceado.
Isto €, se o conjunto vencedor € S, entdo yc(S) < >, ¢ pi < ¢(5) e nenhuma coalizio,
ao relatar lances diferentes de seus reais valores dados por v, € tal que pelo menos um
jogador obtém uma utilidade maior do que a obtida ao relatar o seu real valor e os outros
jogadores obtém pelo menos a mesma utilidade do que a obtida ao relatar o seu real valor.
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Teorema 2.2. Existe um esquema de compartilhamento de custos monoténico cruzado
1/2-or¢amento balanceado para o Problema do Empacotamento.

Demonstracdo. Considere o esquema de compartilhamento de custos £ onde, para um
conjunto S C I ei € S, temos que se ), g a; < 1, entdo £(i, S) = a; /(3,5 a;) €, caso
contrario, £(i, S) = a;. Como é facil ver que £ é monotdnico cruzado, basta entdo provar
que ¢ é 1/2-orgamento balanceado.

Para um conjunto S, se ¢(S) = 1,entdo ), £(i,5) = 1. Se ¢(S) > 2, considere
uma solucdo 6tima do Problema do Empacotamento com instincia S e seja § o peso
minimo de um recipiente em tal solugdo. Se § > 1/2, entdo ) .. (4, S) > ¢(S5)/2. Caso
contrario, entdo todo recipiente exceto o de peso minimo tem peso maior do que 1 — ¢ e,
portanto, Y, s &(1,5) = > g ai > (1—=0)(c(S) —1)+6 > 1 (¢(S) — 1) +3 = ¢(5)/2.
Por outro lado, € claro que ) . &(7,.9) < ¢(S), ja que as somas dos pesos dos itens de
uma instancia do Problema do Empacotamento é um limitante inferior para o custo de
uma solugdo 6tima. Assim, & é 1/2-or¢amento balanceado. 0

3. Resultados para o nicleo v-aproximado assintético

No projeto de algoritmos de aproximacdo para o Problema do Empacota-
mento € usual considerarmos o conceito de razdo de aproximagdo assintética,
onde dizemos um algoritmo A tem razdo de aproximagdo assintética « quando
limopr(n—s A(I)/OPT(I) < «, onde, para uma instancia /, A(/) é o valor da solugdo
encontrada pelo algoritmo A e OPT(]) é o valor de uma solugdo Stima.

Inspirados nesta defini¢do, introduzimos o conceito de niicleo assintoticamente
v-aproximado. Uma precificacdo p estd no nucleo assintoticamente ~y-aproximado se,
além de satisfazer a propriedade de niicleo, temos que lim. ;)00 Y ;c 4 Pi/c(I) > 7. No
caso do Problema do Empacotamento, o preco pago pelos jogadores tende a v vezes o
nimero de recipientes usados em uma solucdo 6tima quando tal nimero tende ao in-
finito. De forma semelhante, definimos um esquema de compartilhamento de custos
~y-assintoticamente orcamento balanceado.

Note agora que, no caso do Problema do Empacotamento, se P € a familia
de conjuntos de itens que podem ser empacotado em um unico recipiente, a pro-
priedade do nicleo pode ser substituida pela restricdio que » . ,p; <1 para todo
P € P. Assim, podemos considerar o seguinte programacao linear (DGG) para encon-
trar uma precificacdo com a propriedade de nicleo que maximize a soma dos pregos:
2 =max{) ;. pi: D eppi <1, VPCP A p; >0, Viel}

De fato, (DGG) € o programa linear dual da relaxagdo linear do modelo de
programacdo inteira de [Gilmore and Gomory 1961] para o Problema do Empacota-
mento. Como mostrado por [Karmarkar and Karp 1982], ¢(I) < [2*] + O(log? ¢(I)) e,
apesar do problema da separacdo associado ser NP-dificil, podemos, para todo J cons-
tante, encontrar uma solugio p de (DGG) em tempo polinomial tal que > ,_, p; > 2* — 4.
Assim, existe uma precificacdo no nucleo assintoticamente 1-aproximado que pode ser
encontrada em tempo polinomial (para § constante). Além disso, caso a conjectura
de [Scheithauer and Terno 1997] que afirma que ¢(/) < [z*] + 1 for verdadeira, entdo
para todo ¢ seria possivel computar uma precificacdo em tempo polinomial que deixa de
pagar por no maximo 2 + ¢ recipientes em relagao a uma solugo 6tima.
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Porém, ndo € claro como utilizar tal programa linear para obter um esquema de
precificagdo monotdnico cruzado que mantenha estas garantias em relagdo ao or¢amento.
Por exemplo, se temos 6 itens com tamanhos 0.1, 0.6, 0.6, 0.3, 0.1 e 0.4, entdo a Unica
solug@o Otima para o subconjunto 0.1, 0.6 e 0.6 é tal que o primeiro item tem prego 0.
Porém, para o conjunto completo de itens, toda solucdo onde o preco do primeiro item € 0
ndo é Gtima.

Teorema 3.1. Existe um esquema de precificacio monotdnico cruzado 0.591-
assintoticamente or¢camento balanceado para o Problema do Empacotamento.

Demonstragdo. Seja M > 12 um inteiro e / uma instincia do Problema do Empacota-
mento. Considere o algoritmo HARMONIC,, [Lee and Lee 1985] que empacota os itens
de forma que apenas itens do mesmo tipo fiquem num mesmo recipiente, onde um item ¢
tem tipo kparal < k < Mse 1/(k+1) < a; < 1/ketipo M se a; < 1/M. As-
sim, dizemos que um recipiente € do tipo k£ se os itens empacotados nele sdo do tipo k
e dizemos que um recipiente do tipo k estd cheio para 1 < k£ < M se ele tem k itens
e para k = M se o espago restante do recipiente é menor do que 1/M. A solugdo en-
contrada pelo algoritmo HARMONIC), com entrada S utiliza SOL(S) recipientes, onde
SOL(S) < Zﬁl m;(S)+ M —1em;(S), paral < j < M, é o nimero de recipientes
cheios do tipo j. Considere agora a seguinte funcao peso g: I — R, onde, para um item ¢
detipokcom1 < k < M, g; = 1/k e paraum item i de tipo M, g; = Ma,;/(M —1). Note
que todo recipiente cheio tem peso pelo menos 1. Segue que Zj\il m;(S) <D i Gi-

Definimos o pre¢o de um item ¢ como p; = g;/a, onde « = 1.692. Como
provado [Lee and Lee 1985], para qualquer conjunto 7" que pode ser empacotado em um
recipiente temos que Y ... g; < « e, portanto, p satisfaz a propriedade do nicleo. Assim,
co(S) <SOL(S) < mi(S)+ M —1< Y ggi+ M—1=aY,gpi+M—1,
de onde o resultado segue. 0
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