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Abstract. Topological deep learning (TDL) has recently emerged as a family of neural networks for data on topological
domains (e.g., graphs and cellular complexes). In the context of graph data, TDL provides a recipe for leveraging high-
order information, e.g., from cliques, to boost the expressiveness of graph neural networks. This additional power comes
at a computational cost, stemming from message passing between higher-order structures. In this paper, we alleviate
the computing toll of TDL by proposing SimpleXCN, a linear convolutional model for simplicial complexes. SimpleXCN
derives naturally from removing non-linearities of base TDL architectures. Despite its simplicity, SimpleXCN remains
competitive with established topological neural networks in node classification tasks. Our experiments show a reduction
of approximately 25% in time and 10 times in the number of parameters, and consequently a significant reduction in
memory usage of up to 50% compared to other SNNs.

CCS Concepts: ¢ Computing methodologies — Machine learning algorithms.
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1. INTRODUCAO

Aprendizagem profunda topologica (topological deep learning, TDL) [Horn et al. 2022; Bodnar
et al. 2021; Papamarkou et al. 2024] compreende um conjunto de modelos que incorporam con-
ceitos de topologia em redes neurais para processamento de dados relacionais de alta ordem, como
hipergrafos, complexos simpliciais e complexos celulares — ou dominios topologicos. Uma das
abordagens mais populares [Papillon et al. 2023] consiste em estender o esquema de passagem de
mensagem de redes neurais para grafos (graph neural networks, GNNs) [Kipf and Welling 2017;
Wu et al. 2019] para incorporar estruturas mais complexas que interagbes par-a-par (e.g., arestas
de um grafo). Essa classe de modelos é comumente conhecida como redes neurais topologicas
(topological neural networks, TNNs) [Papillon et al. 2023]. Essas redes tém alcangado resultados
promissores, por exemplo, na descoberta dos mecanismos de evolugdo do SARS-CoV-2 [Chen
et al. 2020] e no desenvolvimento de novos medicamentos [Nguyen et al. 2019].

Notavelmente, [Yang et al. 2022| propuseram simplex convolutional networks (SCNs) e simpli-
cial complex convolutional networks (SCCNs) como extensoes de redes convolucionais em grafos
(graph convolutional networks, GCNs) [Kipf and Welling 2017] para complexos simpliciais. Nesses
modelos, Laplacianas de Hodge sao utilizadas para definir nogoes de vizinhanga que caracter-
izam o procedimento de passagem de mensagem entre elementos (e.g., vértices, arestas, faces)
do complexo simplicial. Em resumo, enquanto a operagao de passagem de mensagem em GNNs
ocorre entre nos, TNNs (para complexos simpliciais) trocam mensagens entre simplices.
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Por comportarem estruturas de alta ordem, TNNs também podem ser usadas em conjungao
com operagoes de lifting para construir modelos para grafos mais expressivos que GNNs con-
vencionais [Bodnar et al. 2021]. Essa operacao de lifting tipicamente consiste em criar uma
série de simplices (e.g., representando cliques) bem como nog¢oes de adjacéncia (ou estruturas de
vizinhanga) entre eles.

Como contrapartida ao poder representacional superior de TNNs, o gap de complexidade
computacional entre TNNs e GNNs aumenta & medida que a ordem do complexo simplicial
aumenta — decorrente da passagem de mensagens entre estruturas de ordem superior. Isso

torna fundamental o desenvolvimento de TNNs eficientes e escalaveis.

Neste trabalho, apresentamos SimpleXCN — um modelo linear para complexos simpliciais,
que reduz o custo computacional ao remover nao-linearidades entre as camadas de uma SCN.
Apesar de sua simplicidade, SimpleXCN é competitivo com TNNs populares (e.g., SCNs e
SCCNs) para tarefas de classificagio de nos, além de reduzir significativamente o uso de memoria,
o nuamero de pardmetros e o tempo de execugao por época. O coddigo esta disponivel para

reproducao no Github!.

2. PRELIMINARES

Grafos. Um grafo G é composto por um conjunto de nés ¥V = {1,...,n} e um conjunto de
arestas &€ C V x V. Esse relacionamento entre os nés pode ser representado por uma matriz
de adjacéncia A € R"*", onde A;; é igual a 1 se (¢,7) € &, e 0 caso contrario. Além disso, o
grafo pode ter atributos associados, geralmente no nivel dos nos, representados por uma matriz
X € R™*4, Dessa forma, um grafo G pode também ser representado por (4, X). Denotamos por
D a matriz diagonal de grau G, onde D;; = Zj Aij.

0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo
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Fig. 1. Representagao de simplexos para dimensoes até n = 3 podemos ver que um 0-simplexo corresponde a um
ponto, 1-simplexo um segmento de reta, 2-simplex um triangulo preenchido, 3-simplexo um tetraedro sélido.

Complexos simpliciais. Um complexo simplicial abstrato sobre um conjunto de vértices V
¢ um conjunto K de subconjuntos de V' (chamados simplices ou simplexos) tal que, para todo
o € K e todo 7 C ¢ nao-vazio, temos que 7 € K. Seja o um simplice, entao seus subconjuntos
nao-vazios 7 C o s@o chamados de faces, e o é um coface de 7. A dimensao de um simplice é
igual a sua cardinalidade menos 1, e a dimensao de um complexo simplicial é a dimensao méaxima
de seus simplices. Denotamos por KJ; o subconjunto de simpliciais de dimensao ¢ de K. Aqui,
representamos simplices usando colchetes. Por exemplo, K = {[0], [1], [0, 1]} denota um complexo

1Codigo disponivel no GitHub: https://github.com/gjduart/SimpleXCN
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simplicial de dimenséo 1 sobre V' = {0,1}, e os simplices de dimenséo 0 dados por [0] e [1] sdo
as faces do simplice [0, 1]. A Figura 1 ilustra geometricamente a nogao de simplices.

2.1 Elevando grafos a complexos simpliciais

Uma forma simples de elevar o grafo a um complexo simplicial (lifting) é criando um complexo
de cliques. O complexo de cliques de um grafo G é o complexo simplicial K onde, se os nos
v, - - -, Uk formam um clique em G, entdo o simplice [vy, ..., v;] estd em K. Ha outras maneiras
de realizar lifting como a estratégia k-hop encontrada em [Kahle 2007].

Para um complexo simplicial finito K, dois d-simplices distintos o1 e oo sao superiormente
adjacentes se ambos sdo faces de um mesmo (d + 1)-simplice 7 em K. Similarmente, eles sdo
inferiormente adjacentes se ambos contém algum (d — 1)-simplice nao-vazio n em K como face.
Denotamos também por N, a quantidade de simplices de dimensao r» em K.

Uma nogao instrumental para a construgao de TNNs é a de matrizes de incidéncia, uma vez que
elas sao utilizadas para definir estruturas de vizinhanga e Laplacianas de Hodge. Formalmente,
para toda dimensdo (ou rank) r > 1, B, € {—1,0,1}¥r=1>Nr g tal que (B,);; ¢ 1 se o (r)-
simplice j & coface do (r — 1)-simplice ¢ e 0 caso contrario. A escolha do sinal das entradas
nao-zero é arbitraria e tipicamente dependente da aplicacao.

Lifting de atributos. Em geral, atributos sdo definidos somente para os nos do grafo. Entao
na elevagao de grafos para complexos simpliciais, precisamos definir como os atributos dos nos
serao propagados para obtermos atributos dos simplices de dimensao maior que 0. Definimos a
matriz de atributos para os simplices de dimensao r recursivamente como:

= 1
X ser=20 (1)

r =

% {Bf)?r_l ser>1

onde X € RNox? & a matriz de atributos originais dos noés.

2.2 Redes neurais para grafos

Redes neurais para grafos (graph neural networks, GNNs) [Scarselli et al. 2009] tém se tornado a
abordagem padrao para aprendizagem de representagoes em grafos. Na abordagem mais popular,
GNNs empregam uma sequéncia de etapas de passagem de mensagens, onde cada n6é v agrega
mensagens de seus vizinhos N (v) = {u : (v,u) € £} e usa o vetor resultante para atualizar sua
propria representacao. Em particular, comegando com h,(JO) = x, para todo v € V, as GNNs
aplicam recursivamente a regra de atualizacao

AU = Upd, (A, Aggo({h) - u e N()])

onde {-} denota um multiconjunto, Agg, é uma fungéo invariante & ordem e Upd, é uma fungéo
de atualizacdo arbitraria (normalmente parametrizada usando um perceptron multicamadas).
Usando notacdo matricial, cada camada de uma GNN & uma funcio definida como H®) =
FHCD A), com H® = X e H®) como a saida apoés L camadas. A principal diferenca entre
os modelos estd na definicao da fungao f.

Simple graph convolutions. O modelo simple graph convolution (SGC) [Wu et al. 2019]
consiste de uma simplificagdo da rede convolucional para grafos (graph convolutional network,
GCN) [Kipf and Welling 2017]. Utilizando a matriz de adjacéncia normalizada adicionada de
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self-loops, i.e., A= (D +1)"Y2(A+I)(D + I)~*/2, uma GCN aplica recursivamente:
HO — ¢ (gH(efm@(e)) ’ 2)
=6 (A0 (04 (Axen) 0@ )0, (3)

onde H® = X, @(-) & uma funcdo de ativagdo nao linear, por exemplo, uma unidade linear
retificada (rectified linear unit, ReLU), e 0 ¢ RA“TV x4 denota os parametros do modelo.

Para reduzir o custo computacional de GCNs, o modelo SGC remove as néo linearidades entre
as camadas da GCN. Como resultado, é possivel colapsar os parametros do modelo em uma
tnica matriz © = ©MO®) ...0[) Desta forma a funcio de atualizacio para calcular a matriz
de representagoes do SGC é definida como:

H = A"Xo. (4)

Surpreendentemente, o modelo SGC mostrou desempenho igual ou superior &s GCNs para a
tarefa de classificacdo de nos, mas é mais eficiente e possui menos parametros ajustaveis.

2.3 Redes neurais topologicas

Apesar do sucesso das GNNs, o poder das GNNs é limitado pelo teste de isomorfismo de grafos de
Weisfeiler-Lehman [Weisfeiler and Leman 1968]. Como resultado, GNNs séo incapazes de detec-
tar estruturas topologicas como tridngulos ou cliques. Nesse contexto, redes neurais topologicas
[Papillon et al. 2023] surgem como uma alternativa promissora para melhorar o poder repre-
sentacional de GNNs.

Simplex Convolutional Network (SCN, [Yang et al. 2022]). O SCN é um método de apren-
dizado de representagao que usa complexos simpliciais para modelar interacoes de ordem supe-
rior. Ele lida com dependéncias de alta dimensao, melhorando a generalizagao em tarefas de
classificagao e superando as limitagoes das GNNs em capturar essas interagoes complexas.

Para r > 0, seja A, = B B, 1 + BBl a Laplaciana de Hodge de dimensdo r. Entdo, a
matriz de adjacéncia correspondente com self-loops adicionados é dada por A, = A, + 2Iy,.

Também definimos as matrizes de adjacéncia normalizadas como flr = D, Y QATDT_ 1/2 para
r=0...R, onde (D;);; = > ;(Ar);; é a matriz diagonal de graus para os r-simplices. Na
camada ¢ e para a dimensao i, a saida da camada do SCN ¢ dada por:

HO = 6(4, HE-I W) ®)

0 . - L . .
com H,g ) = X,. Para a tarefa de classificagao de nés, é aplicada uma camada de readout feita
: . . ~ L .
recursivamente sobre a saida calculada para cada dimensao. Dado Z, = HS ) realizamos o
readout de dimensoes superiores para inferiores da seguinte forma:

Zp_1 = [¢(Brzr@$l)) I H,(f)l} 0® paral<r<R (6)
onde @S,l) e @52) s@o matrizes de pesos treinaveis e ¢(-) uma func¢ao de ativagdo nao linear. Por
fim, a predicdo para nés é dada por

Yy = softmax(Z,0) (7)

Em que O mapeia os vetores-linha de Z, para R com Cy denotando o niimero de classes para
os 0-simplices.
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No mesmo trabalho, [Yang et al. 2022] também propdem uma variante chamada de simplicial
complex convolutional networks (SCCN) que considera troca de mensagem entre simplices de
dimensoes adjacentes, como em [Hajij et al. 2022]. Nesse caso, SCCN utiliza uma matriz de
adjacéncia completa A dada por

OZAO 530 0
A = ﬂBg OéAl BBl (8)
0 ﬂB? O[Ag

A matriz A tem as matrizes de r-adjacéncia A, na diagonal principal e as matrizes de incidéncia
B, nas diagonais superiores e inferiores. As variaveis a e [ sao parametros ajustéveis para
diferentes conexoes. A matriz A, captura relagoes dentro da mesma dimensdo, enquanto B,
mostra conexdes entre um r-simplex e um (r — 1)-simplex que é uma face do r-simplex. O SCCN
usa a operagao convolucional na matriz de adjacéncia completa A conforme a Equagéo 5.

3. SIMPLEXCN

Nesta se¢ao, descreveremos uma versao linear do SCN, chamada de simple simplex convolutional
network ou SimpleXCN. Simplificando o SCN, SimpleXCN remove as nao-linearidades entre
as camadas intermediarias e colapsa as matrizes de pesos em uma unica matriz ©, para cada
dimensao do complexo simplicial — reduzindo substancialmente o niimero de parametros a serem
aprendidos. Além disso, tratamos as matrizes utilizadas na propagacdo como hiper-parametros.
Ou seja, assuma que S, é uma matriz de propagagio (ou de difusdo) de dimensao r. Entéo,
podemos escolher S, = A, (Laplaciana de Hodge), S, = A, = A, + 2Iy, (adjacéncia) ou
S, =A, = D;l/zATD;1/2 (adjacéncia normalizada).

Para obtermos as representagoes dos simplices de dimensao r, primeiro calculamos o resultado

L X, de L passos de difusdo de X, para toda ordem 7/, incluindo 7. Entdo, concatenamos as
features (S’TLX,,)[7 do r-simplice o pos-difusao as somas das features de todas as cofaces de o,
também apoés difusao e separadas por ordem. Finalmente, obtemos os logits para classificacao
do r-simplice ¢ usando uma transformacao linear ©,.. O processo pode ser descrito sucintamente
para todos os simplices de dimensao r como:

R

Z, = Stx, | e, (9)

m
L
H B; | SEX,, ‘
m=r+1 j=r+1

onde R é dimensao do maior simplice do complexo simplicial. Para classificagao de nos, com-
putamos Yy = softmax(Zy0yg).

4. EXPERIMENTOS

Nesta secao, detalhamos as configuragoes experimentais, as etapas de pré-processamento apli-
cadas, as configuragoes da arquitetura das redes neurais, a métrica de avaliagdo e os conjuntos de
dados utilizados. Nossa avaliagao empirica se concentra no desempenho de redes neurais simplici-
ais para classificacao de n6. Discutimos os resultados para testes como de acuracia, desempenho
computacional de forma empirica e teste de hipétese de Wilcoxon.

4.1 Conjuntos de Dados

Para analise foram considerados quatro bancos de dados comumente usados em benchmarks
populares: Cora, Citeseer, Pubmed e DBLP [Yang et al. 2016] [Bojchevski and Giinnemann
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2018] que consistem em conjuntos de dados que representam redes de citagio classicas.

Além disso, utilizamos quatro bancos de dados com heterofilia: Amazon-ratings, onde os nos
sao produtos conectados por co-compra; Minesweeper, um grafo 100x100 onde cada no esta ligado
a oito vizinhos e a tarefa é identificar minas; e Questions, um site de perguntas e respostas com
nos representando usudrios e arestas conectando usuérios que responderam perguntas uns dos
outros [Platonov et al. 2023].

Dataset #Vertices  #Arestas  #Features #Classes Train% Val%  Test%
Cora ~2,7K ~ 10K 1,433 7 50 25 25
Citeseer ~ 3,3K ~ 9K 3,703 6 50 25 25
Pubmed ~ 19,7K ~ 88K 500 3 50 25 25
DBLP ~ 17, 7K ~ 105K 1,639 4 50 25 25
Amazon-ratings  ~ 24,5K ~ 93K 300 5 50 25 25
Minesweeper 10, 0K ~ 39K 7 2 50 25 25
Questions ~ 48,9K ~ 153,5K 301 2 50 25 25

Tabela I. Propriedades dos conjuntos de dados. Apresentamos a quantidade aproximada de nos, arestas, carac-
teristicas e classes para cada conjunto de dados. Também descrevemos como os dados sdo distribuidos entre os
conjuntos de teste, validagdo e treinamento. A propor¢ao de divisdo para cada conjunto de dados: metade dos
dados é usada para treinamento, 25% ¢ usada para validagdo, e 25% ¢é usada para teste.

4.2 Configuragao Experimental

Para a comparacao de desempenho, utilizamos os modelos SCN e SCCN [Yang et al. 2022],
todos com pelo menos duas camadas de convolucao. Para os modelos da literatura, realizamos
um gridsearch para encontrar os melhores hiperparametros. No SimpleXCN, usamos o Optuna
[Akiba et al. 2019] para ajustar o grau da propagacdo (2 a 7), a taxa de aprendizado (0.001 a
0.01), o weight decay (0, 5e-4, 5e-6), e a ordem do lifting (2), considerando apenas tridngulos.

Para as implementagoes, usamos o framework TopoBenchmarkX [PyT-Team 2024], que fornece
todos os insumos necessarios para calcular o complexo simplicial através da elevagao por clique
e da elevacao de caracteristicas via soma projetiva.

Executamos cada conjunto de dados por 5 vezes. Dividimos na propor¢ao de 50% dos pontos
de dados para treinamento, 25% para validagao e 25% para teste. A média e o desvio padrao de
cada métrica de desempenho sao calculados para cada conjuntos de dados, os resultados estao
na Tabela II. Podemos ver que nao hé clareza de qual é a melhor arquitetura dentre essas. Ha
uma alternancia entre os métodos sob qual é o melhor e o segundo melhor em cada banco. Onde
o SimpleXCN se mantém competitivo.

SCN SCCN SimpleXCN

Cora 86.3+1.2 8594+0.3 86.1 £0.6
Citeseer 73.3+1.7 73.0+1.1 739+ 1.6
PubMed 87.2+04 86.5+0.6 86.9 £ 0.7

DBLP 82.0+0.2 829409 81.94+0.3
Amazon 46.9+0.3 44.74+0.9 42.4 4+ 0.7
Minesweeper 89.5+0.3 89.8+0.3 87.4+0.3
Questions 65.1+£24 68.5+2.5 68.0 0.7

Tabela II. A comparagao de varias arquiteturas em miltiplos bancos de dados. Cada entradas da tabela apresenta
a média e o desvio-padrao das acuracias. Apesar de nao ter uma melhora significativa o SimpleXCNé competitivo
comparativamente com as outras duas arquiteturas, embora seja bem mais simples.
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SCN SCCN SimpleXCN

DBLP 0.49 seg/it  0.60 seg/it  0.47 seg/it
PubMed  0.11 seg/it  0.11 seg/it  0.11 seg/it
Questions  1.41 seg/it 1.52 seg/it  0.28 seg/it
Amazon  0.27 seg/it  0.26 seg/it  0.21 seg/it

Tabela ITI. Comparagao de tempo por iteragdo entre as arquiteturas. Foram realizados testes em 4 conjuntos de
dados, e sao exibidos o tempo médio para cada arquitetura em 10 iteragdes. Nota-se que houve uma reducao
significativa no tempo de execugao do conjunto Questions.

4.3 Teste empirico de desempenho computacional

Os experimentos foram executados em uma GPU RTX4060. Para o teste de peformance medimos
o pico de memoria alocada, nimero de parametros e o tempo médio para cada arquitetura. Estes
resultados sao mostrados nas tabelas IV e III.

SCN SCCN SimpleXCN

DBLP 173K /129GB 178K /129 GB 229K / 1.11 GB
PubMed 64.3 K/ 0.46 GB 69.3 K/ 0.46 GB 55K / 0.31 GB
Questions 452K /498GB 50.1K/498GB 24K /0.61 GB
Amazon 452K/ 099 GB 50.1 K /0.98 GB 5.1 K / 0.40 GB

Tabela IV. O namero total de pardmetros para cada arquitetura e o pico de memoria alocada para sua execugao.
Podemos ver uma redugao clara que chega a ser de 10 vezes no nimero de parametros e, consequentemente, uma
redugao significativa no uso de memoéria que chega a ser de 50%.

Cora Citeseer PubMed DBLP Amazon Questions Minesweeper

SON Statistic 3.0 5.0 2.0 7.0 0.0 2.0 0.0
p-value  0.4652 0.6250 0.1875 1.0000 0.0625 0.1875 0.0625

SCON Statistic 3.0 7.0 5.0 2.0 0.0 6.0 0.0
p-value  0.4652 1.0000 0.6250 0.1875 0.0625 0.8125 0.0625

Tabela V. Apresenta os resultados do teste de Wilcoxon aplicado a dois métodos distintos, SCN e SCCN, avaliados
em diversos datasets: Cora, Citeseer, PubMed, DBLP, Amazon, Question e Minesweeper. Este teste foi utilizado
para verificar se existem diferengas estatisticamente significativas entre as condigdes comparadas.

Os resultados dos testes de Wilcoxon [Wilcoxon 1945] para ambos os métodos SCN e SCCN
indicam que, em geral, nao ha diferencas estatisticamente significativas entre as condigoes com-
paradas nos datasets analisados. A maioria dos p-valores esta acima de 0.05, sugerindo que
as diferencas observadas podem ser atribuidas ao acaso e nao representam um efeito real sig-
nificativo. Apenas alguns datasets apresentaram p-valores proximos ao limiar de significancia,
indicando uma tendéncia marginal para diferengas, mas sem evidéncia suficiente para rejeitar a
hip6tese nula com um nivel de confianga padrao.

5. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

O SimpleXCN apresenta-se como uma simplificacao eficaz do SCN para classificagao de nos,
removendo nao linearidades entre as camadas e utilizando uma tnica matriz de pesos. Apesar
das simplifica¢oes, o SimpleXCN demonstrou-se competitivo em diversos conjuntos de dados,
mantendo um desempenho proximo ou equivalente as arquiteturas mais complexas como SCN e
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SCCN. Os resultados experimentais indicam que, embora nao haja uma arquitetura claramente
superior, o SimpleXCN oferece uma alternativa mais eficiente, tanto em termos de desempenho
computacional quanto de precisao, especialmente em contextos onde a simplicidade e a eficiéncia
sdo priorizadas. As analises estatisticas sugerem que as diferencas entre os métodos nao sao
estatisticamente significativas na maioria dos casos, reforgando a viabilidade do SimpleXCN
como uma solugao pratica e eficiente para a classificagdo de nés em complexos simpliciais.
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