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Abstract. Dense subgraphs detection is a well known problem in Computer Science. Hierarchical organization of
graphs as dense subgraphs, however, goes beyond simple clustering as it allows the analysis of the network at different
scales. Despite the fact there are several works on hierarchical decomposition for unipartite graphs, only a few works for
the bipartite case have been proposed. In this work we explore the problem of hierarchical decomposition of bipartite
graphs. We propose an algorithm which we call weighted linking that produces denser and more compact hierarchies.
The proposed algorithm is evaluated experimentally using several datasets and provided gains on most of them.

Categories and Subject Descriptors: H.2.8 [Database Management]: Database Applications
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1. INTRODUCAO

Detecgdo de subgrafos densos € um assunto bem estudado em Ciéncia da Computagdo. A organizacado
de um grafo como uma hierarquia de subgrafos densos, entretanto, vai além de agrupamentos
simples, uma vez que permite a andlise da rede em varias escalas. Decomposicdo hierdrquica de
grafos é aplicada em diversos cendrios, como visualizagdo de dados [Abello and Korn 2002], [Alvarez-
hamelin et al. 2006], deteccdo de anomalias [Shin et al. 2016], descoberta de subgrafos densos
[Andersen and Chellapilla 2009], deteccdo de comunidades [Giatsidis et al. 2011], identificacdo de
nos influentes [Kitsak et al. 2010], dentre outras. Considere, por exemplo, um grafo bipartido autor-
publicacdo. Nos niveis mais profundos da hierarquia estdo os autores que trabalham de forma mais
integrada, representando grupos de pesquisa. Ao movermos para os niveis anteriores, encontramos
autores que fazem pontes entre grupos ou colaboram de forma menos efetiva, e assim sucessivamente.

Formalmente, dado um grafo ndo ponderado e ndo direcionado H = (N,L) e um subgrafo
H = (N’,L’), em que H" C H, é comum encontrar na literatura as seguintes defini¢des para densi-
dade: , ,

Densidade de grau médio: dgyqy = % Densidade de arestas: dgresias = %
Como um subgrafo trivial contendo dois vértices e uma aresta ja possui a densidade me’vz(ima, conside-
rando dgyestas, € € sabido que encontrar o méximo clique em um grafo é um problema NP [Tsourakakis
et al. 2013], os autores trabalham com algoritmos aproximados para esse caso. Considerando dgay,
entretanto, existe solugdo polinomial para o problema [Goldberg 1984] .

Apesar de existirem vdrios trabalhos voltados para a decomposicdo hierdrquica de grafos uni-
partidos, encontramos apenas um trabalho na literatura que trata do problema no caso de grafos
bipartidos, considerando d,yestqs [Sariyiice and Pinar 2018]. Detectamos experimentalmente que o
algoritmo proposto tende a produzir hierarquias com nimero de niveis excessivos, o que dificulta
a interpretacdo. Além disso, subgrafos menos densos sdo gerados nos niveis intermedidrios, como
discutiremos na Secéo 4.
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Tomemos, como exemplo, uma decomposicdo hierdrquica de um grafo bipartido completo K =
(UUV,E), [U| = m, |V| = n em m subgrafos, onde o subgrafo mais externo contém todos os nds de
U e todos de V, o subgrafo no nivel seguinte contém m — 1 nés da partigdo U e todos da particdo V, e
assim sucessivamente. Como todos os subgrafos possuem dy;.sts = 1, a densidade total serd grande.
Entretanto, a hierarquia ndo agrega informacao, ja que um tinico nivel seria mais intuitivo. Assim,
nosso objetivo é determinarmos uma decomposicdo que produza subgrafos mais densos e, a0 mesmo
tempo, com menos niveis hierérquicos.

Neste trabalho nés abordamos o problema da decomposicdo de um grafo bipartido estdtico, ndo
ponderado e ndo direcionado, como uma hierarquia de subgrafos densos. Trabalhos futuros preten-
dem generalizar a solugéo.

As contribuicées pretendidas por este trabalho podem ser resumidas a seguir:

—Algoritmo para decomposic¢do hierdrquica de grafos bipartidos: propomos o algoritmo weighted
linking para decomposicdo hierdrquica de grafos bipartidos que permite a definicdo do compro-
misso desejado entre altura da arvore e densidade dos subgrafos.

—Experimentos em bases de dados reais: apresentamos os resultados obtidos pelo algoritmo em
bases de dados reais.

—Anilise quantitativa: comparamos a nossa proposta com o algoritmo que representa o estado da
arte, mostrando que podemos produzir melhores resultados.

—Anilise qualitativa: como parte dos experimentos, realizamos uma andlise qualitativa dos resul-
tados em alguns cendrios relevantes.

2. TRABALHOS RELACIONADOS
2.1 Core decomposition

Um k-core de um grafo G é o subgrafo maximal H = (Vy,E) | Yo € Vy : degn(v) = k, onde degp(v)
é o grau doné v em H. O core number de um né é o maior valor k de um k-core contendo v. Em
[Seidman 1983], o autor apresenta um algoritmo que computa o core number dos nés de um grafo em
O(n), sendo n é o ntimero total de nés.

Core decomposition é estendido para outros cendrios além de grafos unipartidos, tais como grafos
incertos [Bonchi et al. 2014], temporais [Wu et al. 2015], direcionados [Giatsidis et al. 2013], bipartidos
[Batagelj and Zaversnik 2002], fluxos de grafos [Sariytice et al. 2016], dentre outros.

2.2 Deteccdo de subgrafos densos em grafos estaticos

Existem diversos trabalhos abordando o problema de encontrar subgrafos densos considerando a
densidade como o grau médio dos nés no subgrafo.

Em [Goldberg 1984], o algoritmo proposto computa, em tempo polinomial, a solugdo exata para
este problema através do célculo de O(logn) min-cut. Charikar propde uma estratégia gulosa em
[Charikar 2000] capaz de aproximar o subgrafo mais denso em O(n), sendo n o nimero de nés. Em
[Khuller and Saha 2009], os autores estendem o algoritmo min-cut para encontrar subgrafos densos
em grafos direcionados. Eles também propdem uma estratégia gulosa similar aquela proposta em
[Charikar 2000] para grafos nédo direcionados. Assim como em [Charikar 2000], os autores provam
que o algoritmo garante uma 2-aproximagdo para o problema de subgrafo mais denso em grafos
direcionados.

Em [Tsourakakis et al. 2013], os autores relatam que a utilizagdo de grau médio para detecgdo de
subgrafos densos produz subgrafos grandes e com baixa densidade de arestas. Os autores definem
uma fungdo objetiva para encontrar a melhor a-quasi-clique, ou seja, o melhor conjunto de vértices que
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maximiza a fungdo. Os autores apresentam um algoritmo guloso, como uma pequena modificacdo
naquele proposto em [Asahiro et al. 2000], e outro com uma heuristica para busca local, que é provado
ser localmente 6timo, ou seja, se qualquer vértice for adicionado ou removido do subgrafo, o valor
da fungéo objetiva é diminuido.

Em [Sariyiice and Pinar 2018], os autores propdem dois métodos para descobrir subgrafos densos,
bem como para construir uma hierarquia, para o caso bipartido, denominadas tip decomposition e wing
decomposition. Em tip decomposition, primeiramente é computado o ntimero de borboletas que conecta
cada dois nds na particdo U. A principio, para cada u € U, o nimero de borboletas que u participa,
B(u), é computado. Em seguida, para cada 1 com o menor S(u), o tip number 6(u) é atribuido como
B(u) e B(v) é decrementado pelo niimero de borboletas compartilhadas entre u e v, para cada né v
envolvido em borboletas contendo u e para os quais 0(v) ndo tenha sido computado, limitados por
6(u). O processo é similar para o wing decomposition. Entretanto, ao invés de serem computadas as
borboletas para os néds, estas sdo computadas para as arestas. Em ambos os casos, a hierarquia de
subgrafos é construida usando a estrutura de dados de conjuntos disjuntos [Sariytice and Pinar 2016].

No trabalho [Sariytice and Pinar 2016], os autores propéem um algoritmo para organizar subgrafos
densos de forma hierdrquica processando o grafo apenas uma vez. Pelo uso da estrutura de dados
de floresta de conjuntos disjuntos, os subgrafos e a relagdo pai-filho é definida ao mesmo tempo que
o core decomposition é executado. Ao final do processo de decomposigdo, um passo extra é feito para
construir a hierarquia.

O trabalho apresentado aqui é uma extensdo de [Sariytiice and Pinar 2016], dado que foi o tinico
que encontramos aplicével ao problema proposto.

3. DEFINICAO DO PROBLEMA

Consideremos o grafo bipartido G = (U, V,E), onde U e V sdo conjuntos de nés, UNV =0, e
{E|Ve e E: e=(u,v) Au € U A v € V}éo conjunto de arestas, H = (Uy, Vy,Ex) € G.

Uma decomposigdo hierdrquica & de G é composta por k subgrafos aninhados Hj_, com a tnica
restricdo deque H; ¢ H; VH; c H; V H; N H; =0V i,j € 1.k. O nivel do subgrafo H; na
decomposicdo hierdrquica, sendo Hy = G, é definido como

1,sei=1
n(H;) =
n(Hi—1)+1,se Hi c Hi1 A AH, |H;c Hr ¢ H1Vt € 1.k

Definimos a altura total da hierarquia & como A, = Zle n(H;) e a densidade de arestas do
|Eg; |

subgrafo H; como d(H;) = =V

Dy = Xi, d(Hy).

A densidade total da hierarquia h é calculada pela equagdo

O problema tratado neste trabalho é encontrar a decomposicado hierdrquica / de G tal que a altura
total, Ay, seja minimizada, ao mesmo tempo em que a densidade total, Dy, seja maximizada. Vale
ressaltar que a decomposigdo hierdrquica difere do agrupamento hierdrquico visto que a unido dos
subgrafos localizados nas folhas da drvore hierarquica ndo necessariamente recompdem G, como
ocorre naquele caso.

4. HIERARQUIA DE SUBGRAFOS DENSOS POR WEIGHTED LINKING

Tip decomposition e wing decomposition fazem a decomposi¢cdo com base no nimero de borboletas
(2,2-biclique) compartilhadas pelos nés, no primeiro caso, ou arestas, no segundo caso. Ambos os
métodos aplicam a heuristica apresentada em [Sariyiice and Pinar 2016] para construir os subgrafos e
a hierarquia. Apesar da heuristica ser capaz de construir a estrutura hierdrquica, ela ndo considera o
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(a) Grafo autor-publicagdo (b) Projegao em grafo unipartido

Fig. 1. Grafo autor-publicagdo e sua projegdo em um grafo unipartido considerando borboletas compartilhadas.

Fig. 2. Decomposicao hierdrquica por tip decomposition no grafo unipartido.

(a) Decomposigéo por tip decomposition (b) Decomposigao por weighted linking

Fig. 3. Decomposic¢des do grafo da Fig. 1a.

peso das arestas entre subgrafos densos. Desta forma, subgrafos menos densos podem ser mesclados
e gerar um subgrafo de densidade menor.

Podemos pensar no tip decomposition como uma decomposigdo da projecdo do grafo bipartido. A
projecéo é construida como um grafo unipartido ponderado, tomando os nés de uma das parti¢oes
e inserindo arestas conectando nés que compartilham borboletas; os pesos das arestas indicam o
namero de borboletas compartilhados por eles (Fig. 1b) '. O grau ponderado de cada né é dado pela
soma dos pesos das arestas incidentes. O processo de decomposicdo retira do grafo unipartido o né6
de menor grau ponderado, atribuindo a seu tip number o valor de seu grau ponderado corrente. Ao
remover onod, o grau ponderado de seus vizinhos é ajustado, descontando o peso das arestas incidentes
removidas. Esse processo continua até que todos os nés sejam processados. Nés conectados contendo
o mesmo tip number, independente do peso da aresta que os conectam, sdo adicionados ao subgrafo,
enquanto que nés conectados com tip number menores, independente do peso das arestas que os
conectam, sdo posicionados em um nivel mais acima na hierarquia (Fig. 2).

Consideremos o grafo autor-publicagdo da Fig. 1a, onde {a, b, ¢, d, ¢, f} sdo autores e {1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15} sdo publica¢des e sua projecdo em um grafo unipartido ponderado da
Fig. 1b. O peso das arestas, apresentado na projecédo, indica o ntimero de borboletas compartilhadas
entre dois autores.

Ao executarmos o algoritmo tip decomposition, temos como resultado a hierarquia apresentada na
Fig. 2 no grafo unipartido e, voltando ao grafo original, a hierarquia da Fig. 3a.

1Como aqui objetivamos construir uma hierdrquica para os nés do grafo, consideraremos apenas o algoritmo tip decomposition
para a analise.
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Grafo ‘ Nés na particdo 1 ‘ Nés na particdo 2 ‘ Total de arestas ‘ Densidade de arestas
Condmat 16726 22015 58595 0,0001591292
Marvel 6486 12942 96662 0,001151536
DBLP 95580 93700 290365 0,00003242184
Github 56519 120867 440237 0,00006444427

TabelaI. Caracteristicas das bases de dados.

Podemos observar que os niveis dos subgrafos na hierarquia sdo 1, para o subgrafo A; 2, para o
subgrafo B; e 3, para o subgrafo C. As densidades de arestas d(.) dos subgrafos sdo: d(A) = 2% =0, 33,

d(B) = 53% =0,43ed(C) = 4350 =0,55. Logo, a altura total é 6 e a densidade total é 1,31.

Existem, entretanto, dois subgrafos densos bem definidos, que foram mesclados, induzidos por
a,bepord,e,além de um nivel extra gerado por f, que também esta fortemente ligado a e.

Para contornar o problema apresentado, propomos o algoritmo weighted linking, que considera o
tip number de cada né e o peso das arestas para decidir pela adi¢do ou ndo de um né ao subgrafo. Pelo
weighted linking, dois n6s u e v, unidos por uma aresta de peso p, devem ser mesclados se a seguinte
condicdo for satisfeita, sendo @ um parametro que regula o peso minimo para a mesclagem:

- O(u) ; 0(v)

Observemos a hierarquia da Fig. 3b, construida pelo algoritmo weighted linking com a = 0,5.
Assim, osnés a,b e d, e, que sdo unidos por uma aresta de peso abaixo do limiar, sio mantidos em
subgrafos distintos. Ja o né f é adicionado ao subgrafo induzido por d, ¢, dado que esta relacionado
a este ultimo por arestas de peso acima do limiar (Fig. 2).

Para a decomposicao da Fig. 3b, os niveis dos subgrafos A’, B’ e C’ na hierarquia sdo, respectiva-
mente, 1, 2 e 2. J4 as densidades de arestas sdo as seguintes: d(A’) = 63?5 =0,33,d(B’) = % =1le

d(C) =35 =1,93.

Assim, a altura total é 5, e a densidade total é 1,93. Temos, pois, uma decomposi¢do que possui
uma hierarquia menos profunda e com uma densidade total maior do que aquela da Fig. 3.

5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS
5.1 Bases de dados

Nos avaliamos o weighted linking nas mesmas bases de dados utilizadas em [Sariytice and Pinar 2018].
Algumas bases foram suprimidas por restricao de espago. DBLP também foi reduzida por restrigdes
de hardware.

DBLP? é um grande repositdrio bibliogréafico de ciéncia da computacdo, contendo metadados de
publicagdes das principais conferéncias e periédicos da drea. O grafo bipartido autor-publicacio foi
construido utilizando um subconjunto de dados contendo publica¢des de 23 conferéncias, a saber:
AAA]I, TAAI, CIKM, CVPR, ECIR, ECML, PKDD, EDBT, ICDT, ICDE, ICDM, ICML, IJCAI, KDD,
PAKDD, PODS, SDM, SIGIR, SIGMOD, SSDBM, VLDB, WSDM, e WWW. Condmat® [Kunegis 2013]
é um grafo bipartido que modela relacionamentos entre autores e publicagdes na secdo Condensed
Matter do sitio arXiv*. Uma particdo representa autores, enquanto que a outra representa publicagdes.
Uma aresta entre as parti¢des indica que um autor participou daquela publica¢do. Github® [Kunegis

2http ://dblp.uni-trier.de/db/
Shttp://konect.uni-koblenz.de/networks/opsahl-collaboration
4https://arxiv.org/

5http ://konect.uni-koblenz.de/networks/github
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‘ Incremento na densidade total ‘ Decremento na altura total

Grafo ‘ a
Condmat 0,4
Marvel 0,15
DBLP 04
Github 0,15
Tabela II.
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Fig. 4. Representagdo da altura total versus densidade total para a decomposigdo hierdrquica dos grafos pelo algoritmo
weighted linking (WL), variando o a, e por tip decomposition (TD). O quadrado destaca o resultado para TD, enquanto que o
circulo destaca um resultado para WL mais préximo de TD .

2013] modela a rede de associacao entre desenvolvedores e projetos no sitio Github®. O grafo bipartido
contém arestas indicando que um usuério é membro de um projeto. Marvel” [Alberich et al. 2002]
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Ganhos obtidos pela execugao de weighted linking com o melhor parametro a
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modela a relacdo de ocorréncia entre personagens Marvel e revistas em quadrinho.

Método
™
WL 0.01
WL 0.02

° WL0.03

° WL0.04

° WL0.05

° WL0.10

° WLO0.15

° WL0:20
WL 0.40
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° WLO0.15

° WL0:20
WL 0.40
WL 0.60
WL 0.80
WL 1.00

A Tabela I apresenta algumas caracteristicas das bases de dados utilizadas nos experimentos.

5.2 Anélise dos resultados

De uma forma geral notamos, pela Fig. 4, que valores mais baixos para «a tendem a gerar hierarquias
menores e, por consequéncia, menos densas, enquanto que valores mais altos geram hierarquias

6https://github.com/
7http ://bioinfo.uib.es/~joemiro/marvel/porgat.txt
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(a) Tip decomposition (b) Weighted linking

Fig.5. Subgrafos extraidos da base de dados DBLP.

maiores e mais densas. A explicacdo para este fendmeno é que, com valores menores do pardmetro,
o ndmero de borboletas (ou peso da aresta no grafo unipartido) para promover a juncdo de nés
em um mesmo subgrafo é menor, o que favorece essa situagdo. Os graficos evidenciam, também, o
compromisso entre o ntimero de niveis da hierarquia e a densidade dos subgrafos.

A Fig. 4 mostra a decomposicao hierdrquica dos grafos Condmat, Marvel, DBLP e Github por weighted
linking, com o parametro a assumindo os valores de 0,01 a 1, bem como por tip decomposition. Podemos
observar que, para os trés primeiros grafos, os pontos em destaque gerados por weighted linking, com
aiguala 04, 0,15 e 0,4, respectivamente, apresentam hierarquias menores e com densidades maiores
que tip decomposition.

Para o grafo Github, entretanto, tip decomposition apresentou um melhor resultado. A pequena
variacdo da altura total com a varia¢do de a de 0,01 a 0,2 promove separac¢des pontuais em subgrafos
que geram grande ganho em densidade. Os motivos para a diferenca de qualidade entre os métodos,
contudo, devem ser melhor analisados. A Tabela II apresenta um resumo dos ganhos ou perdas em
cada caso .

A Fig. 5 apresenta dois subgrafos, mais internos na hierarquia, em que figura um determinado
autor. O subgrafo gerado por tip decomposition (Fig. 5a) contém 8 autores, 146 publica¢oes e 227
relacionamentos autor-publicagdo, apresentando uma densidade de 0,194. Aqui, a rede do autor em
questdo inclui co-autores de seus co-autores, que ndo compartilham publicagoes com ele. Ja o subgrafo
gerado por weighted linking (Fig. 5b) contém 2 autores, 39 publicagdes e 51 relacionamentos autor-
publicagdo, com uma densidade total de 0,653. Neste caso, apenas um dos co-autores, que possui
numero mais significativo de publica¢ées em comum, foi incluido, eliminando as conexdes indiretas.
O grafo gerado por weighted decomposition é, assim, significativamente mais denso, evidenciando a
efetividade do algoritmo na geracdo de subgrafos mais relevantes.

6. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho tratamos o problema de decomposicdo hierdrquica de grafos bipartidos em subgrafos
densos. Propusemos o algoritmo weighted linking para equilibrar o compromisso entre o nimero
de niveis hierdrquicos e a densidade total da decomposi¢do. Mostramos, experimentalmente, que o
algoritmo é capaz de gerar hierarquias menores e mais densas do que o algoritmo que representa
o estado da arte. Apresentamos, ainda, uma andlise qualitativa no grafo DBLP. Evidenciamos,
experimentalmente, que existe um compromisso entre o nimero de niveis hierdrquicos e a densidade
total da hierarquia.

Nao encontramos na literatura, entretanto, métricas que possibilitem avaliagdo objetiva da quali-
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dade de decomposicoes hierdrquicas de grafos, o que propomos como trabalhos futuros. Pretendemos
conduzir experimentos com um nimero maior de bases de dados para validar a solugdo. Pretende-
mos, também, trabalhar na exploracdo do espago paramétrico, de forma a tentar estimar o valor ideal
do pardmetro a que produz o resultado mais préximo do 6timo.
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