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Abstract — The travelling salesman problem is a classic
combinatorial analysis issue which consists in finding the route
of minimum cost with the intention of coursing all the points in
a space, which can be applied in many contexts in society.
However, its solution by brute force doesn’t have practical
time of response, making it unassessable in various situations.
That settled, there were created numerous ways of solving this
problem with lower time of response, and this article has as
purpose to suggest an approach that unites three of them:
divide to conquer — through the application of the K-Means
algorithm implemented in the scikit-learn library —, branch
and bound, and Hilbert’s space filling curve. The algorithm
described in this work was developed using the Python
programming language and its solution is a hamiltonian path,
which refers to the geometric, plane and complete formation of
the travelling salesman problem .

Key-words — travelling salesman problem; divide to
conquer; K-Means; branch and bound; Hilbert's space filling
curve.

Resumo — O problema do caixeiro viajante ¢ uma questao
de andlise combinatéria clissica que consiste em encontrar a
rota de menor custo com fim de percorrer determinados
pontos em um espaco, podendo ser aplicado em diversos
contextos na sociedade. Contudo, sua solu¢do por forca bruta
possui tempo de resposta incabivel, tornando-a inacessivel em
diversas situacées. Sendo assim, foram criadas ao longo do
tempo diversas maneiras de resolver o problema do caixeiro
viajante com tempo de resposta menor, e este artigo tem por
objetivo propor uma abordagem que une trés dessas maneiras:
divisdo e conquista — pela aplicacio do algoritmo K-Means
implementado na biblioteca scikit-learn —, branch and bound e
curva de preenchimento de espaco de Hilbert. O algoritmo
descrito neste trabalho foi desenvolvido utilizando a linguagem
de programacio Python e sua solugio trata-se de um caminho
hamiltoniano, referente a formacio geométrica, plana e
completa do problema do caixeiro viajante.

Palavras-chave — problema do caixeiro viajante; divisio e
conquista; K-Means; branch and bound; curva de
preenchimento de espaco de Hilbert.

1. INTRODUCAO

O problema do caixeiro viajante (PCV) consiste em
encontrar o caminho de menor custo que um caixeiro
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poderia ter ao percorrer exatamente uma vez cada cidade de
um determinado grupo de cidades. Tratando-se de uma
questdo de otimizagdo de rotas, diversos contextos praticos
poderiam ser acelerados por uma solucao eficiente ao PCV,
como fabricagdo de placas de circuito impresso [1],
sequenciamento de genoma [2], roteamento de cabos [3],
determinag@o rotas para empresas de transporte [4], entre
outros [5] [6]. Dentre as possiveis formacdes do PCV, a
abordada neste artigo ¢ geométrica plana — todos os pontos
a serem percorridos estdo em um mesmo plano e os custos
das arestas equivalem a distancia euclidiana; simétrica — ir
e voltar em uma aresta possuem o mesmo custo; completa —
todos os pontos pode se conectar entre si; e cuja solugdo ¢
um caminho hamiltoniano, ilustrado na Figura 1 [7].

Exemplo de solugdo geométrica plana ao PCV
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Fig. 1. Exemplo de malha contendo 14 pontos percorrida com uma rota
solugdo euclidiana ao problema do caixeiro viajante (PCV).

Questdes como o PCV sdo objetos de estudo recorrentes
na area da complexidade computacional por possuirem
enunciado conciso, mas de dificil resolu¢do. Dentro dessa
area de estudo, um problema polinomial (P) ¢ aquele que
pode ter seu tempo de execugdo descrito por um polindmio
[8]; j& um polinomial ndo deterministico (do ing. non
deterministic polynomial, NP) pode ter a validade de sua
resposta checada em um tempo que pode ser descrito por
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um polindmio, mas ndo necessariamente ¢ possivel a escrita
de um algoritmo solugdo que opere em tempo polinomial
[9]. A pergunta P = NP tem relagdo com esses conceitos,
pois todo problema P é NP, mas ainda ndo € certo se todo
dilema NP é P [10] [11].

O PCV foi provado NP-dificil por Richard Karp em
1972 e, sendo essa questdo de classe NP que ndo possui
solucdo com resposta e tempo de execugdo 6timos, estudos
a respeito de aproximagdes a sua solugdo sdo pertinentes
para que seja possivel formar conclusdes a respeito da
possibilidade de resolvé-lo de maneira eficiente [6].

A. Solugdo via for¢a bruta

A abordagem de forca bruta, em que sdo computadas
todas as rotas possiveis a fim de encontrar a menor, nao ¢é
eficiente. Analisando-a, nota-se que, dado um grafo
completo de n vértices como entrada, ¢ possivel usar o
principio multiplicativo para inferir a equagdo do numero
total de rotas possiveis, e, logo, de iteragdes realizadas pelo
método de forca bruta i =

if=n><(n—1)><---><2><1=n! (1)
Sendo essa a defini¢do de fatorial, este ¢ um algoritmo
de complexidade fatorial. Considerando que, para
determinar a eficiéncia de um algoritmo, analisa-se quantas
iteragdes, em funcdo da quantidade de elementos na entrada,
serdo computadas caso a fun¢do seja completamente
executada, o numero de iteragdes computadas nesse calculo
cresce de maneira extremamente acelerada a cada adi¢do de
elemento a ser percorrido, tornando-o ineficiente [12][13].

Portanto, reconhecendo a importancia desse problema e
as limitacdes de sua solu¢do via forca bruta, cabe
desenvolver outras maneiras de chegar a sua solugdo, ainda
que isso implique em limitar sua precisdo. A abordagem
descrita no presente trabalho utiliza a linguagem de
programacdo de cddigo livre Python, e trata-se de um
algoritmo Solu¢do utilizando Divisdo e conquista, Curva de
Hilbert e Branch and bound (SDCB), com especificidade
para casos geométricos, planos e completos.

1I. TRABALHOS RELACIONADOS

Sendo o PCV um problema classico da analise
combinatdria, sdo diversos os trabalhos ¢ as maneiras
pensadas para resolvé-lo. O estudo realizado em [14]
emprega o método de branch and bound (B&B) como
alternativa a forga bruta para solucionar diversos problemas
matematicos, incluindo o PCV, visto ser mais eficiente que
esta devido a ndo realizar todas as comparagdes possiveis,
mas ainda garantir o resultado 6timo. Em [15], sdo
exploradas as ferramentas de agrupamento K-Means e
modelo de mistura gaussiano para solugdo do PCV com
abordagem de divisdo e conquista e algoritmos genéticos, e
sugere uma maneira de conectar os agrupamentos utilizando
a proximidade dos centroides. A aplicagdo da curva de
preenchimento de espaco de Hilbert, presente em [16], é
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uma solu¢do ao PCV aplicével a casos de pequena e larga
escala, sendo extremamente rapida e simples.

Os trabalhos apresentados aplicam de maneira
individual algum dos métodos de branch and bound,
divisdo e conquista ou curva de preenchimento de espago de
Hilbert, a fim de prover uma resolu¢do ao PCV; contudo,
diferem do presente estudo pelo fato deste os abordar em
conjunto para uma Unica solugdo.

) TABELA I
METODOS ABORDADOS EM CADA TRABALHO
Método [14] | [15] | [16] | Atual
B&B X X
Curva de Hilbert X X
Divisdo e conquista X X
Algoritmo genético X
III. MATERIAIS E METODOS

Conforme descrito na se¢do anterior, existem diversas
maneiras de otimizar a solugdo ao PCV, cada uma com suas
particularidades. A maneira descrita no presente trabalho
utiliza-se de trés conceitos: divisdo e conquista, curva de
preenchimento de espago de Hilbert e branch and bound,
detalhados a seguir, juntamente dos seus complementos.

A. Divisdo e conquista: K-Means

Uma medida capaz de contornar o problema da grande
quantidade de caminhos possiveis ¢ a divisdo e conquista.
Ao distribuir em grupos os pontos a serem percorridos e
aplicar uma funcdo que retorne a menor rota internamente
nos aglomerados, ao invés de no todo, o tempo de execucdo
¢ significativamente reduzido, apesar de parte da acuracia
ser perdida. Nesse contexto, faz-se necessaria a selegdo de
uma maneira de agrupar pontos; apesar de existirem
diversos outros métodos, o algoritmo de agrupamento
K-Means foi escolhido devido a sua velocidade de
execucdo. Ele opera a partir de diversas iteragdes nas quais
os pontos de um conjunto sio divididos de acordo com sua
proximidade geométrica, tendo como pardmetros um
conjunto de pontos e o numero de grupos em que OS
mesmos serdo divididos [15] [17]. Sua versdo implementada
na biblioteca scikit-learn possui um numero maximo de
iteragdes, portanto ndo ha preocupacdo quanto ao seu pior
caso original de execugdo, que leva seu tempo consumido a
casos extremos, no entanto a impossibilidade de definir
previamente o nimero de pontos por grupo abre um novo
pior caso, onde diversas re-execugdes podem ocorrer [18].
A aplicagdo do K-Means esta exemplificada e ilustrada na
Figura 2.
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Fig. 2. Exemplo da aplicagdo do K-Means em uma malha, que dividiu

24 pontos (circulos) em 3 grupos e determinou seus centroides
(estrelas).

B. Branch and Bound

E possivel otimizar a fungdo de forga bruta com um
algoritmo de branch and bound (B&B), a fim de minimizar
o tempo de processamento, mantendo o resultado 6timo. A
diferenca estd na operacdo de formacdo das rotas a serem
computadas: caso os pesos sejam somados sob demanda,
pode-se guardar em memoria o menor peso ja calculado e
interromper a computagdo de qualquer caminho que
ultrapasse esse valor [13].

E possivel estimar o tempo maximo a ser consumido na
execugdo do B&B wusando resultados prévios e a
complexidade da forca bruta, explicada na subsecdo A da
Introdugdo. No entanto, devido a impossibilidade de
determinar previamente quantos ciclos de execucdo serdo
poupados, o tempo de execucdo esperado pode diferir
aleatoriamente em relagdo ao obtido. Por esse motivo,
foram registrados na Tabela II os calculos da média de
tempo de execu¢do em fungdo do nimero de vértices
computados, até o limite de 12 vértices, pois nesse ponto
fica notavel a diferenca de recursos computacionais
utilizados. Vale evidenciar que os resultados dos testes
executados ndo sd3o  universais, mas relativos
especificamente a maquina utilizada para sua realizagdo,
devido a diferenca de processamento em cada aparelho.
Entretanto, ainda tém utilidade para o fim de comparar o
desempenho dos métodos mencionados e direcionar a
capacidade maxima dos grupos.

Observando a Tabela II, nota-se que, até 5 vértices, a
forga bruta tem retorno mais rapido, devido que, na B&B, o
tempo gasto na otimiza¢do ¢ maior que o tempo computado
pela forga bruta. Porém, a partir de 6 vértices, os tempos
médios de execucdo da fungdo otimizada tornam-se, de
maneira continua e expressa, menores que o tempo de
execugdo da fungdo via forga bruta.

TABELAII
TEMPO MEDIO DE EXECUGAO EM SEGUNDOS

Realizagio: @ PT ‘Fgli%l{ie'remolugico

NP° de vértices B&B Forca bruta
4 0.0005 0.0002
5 0.0018 0.0012
6 0.0060 0.0086
7 0.0226 0.0685
8 0.0705 0.6289
9 0.2724 6.4809
10 0.7478 72.5371
11 3.2799 891.0082
12 10.2365 9484.5485

Visto que o objetivo ¢ diminuir o tempo de execugdo,
convém determinar o intervalo ideal de numeros de
elementos por grupo, em que o B&B serd aplicado
internamente. Esse intervalo, como exemplificado na Figura
2, foi determinado empiricamente como valores proximos a
8, com tolerdncia a casos maximos de 10 pontos,
considerando que em casos menores que 8 o tempo maximo
— semelhante ao da forga bruta — estd na ordem de
segundos, ¢ a partir de 10 passam a ser minutos (Tabela II).
Cabe considerar que valores demasiadamente altos
implicam na inviabilidade da aplicagdo do B&B, posta sua
natureza fatorial, e numeros baixos representam a
minimizagdo da precisio.

Uma vez que o K-Means ndo permite determinar a
quantidade de elementos por agrupamento, apenas quantos
grupos serdo gerados, para evitar que o numero de
componentes por aglomerado ultrapasse o limite de 10, é
imperioso verificar ap6s sua execugdo se ha algum grupo
nessa condi¢do e, havendo, aumentar o nimero de grupos
para extingui-lo.

Mas, antes disso, ¢ preciso definir um nimero inicial
minimo de grupos (g) que os direcione a ter em torno de 8
elementos. Este valor ¢ calculado considerando quantas
aglomeragdes sd0 necessarias para que cada uma consiga
comportar aproximadamente 8 pontos, de acordo com a
quantidade total de vértices (n).

Entretanto, considerando a possibilidade de n nédo ser
multiplo de 8, g ndo serd inteiro. Nesse cenario, a funcdo
teto ¢ aplicada para que g assuma o menor numero inteiro
maior que ou igual a si, como representado em (2). Visando
antepor tempo de execucdo a acuracidade, essa opcdo ¢
preferivel em relagdo a funcdo piso — que tornaria g o
maior nimero inteiro menor que ele —, pois, quanto mais
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grupos, menores tendem a ser suas quantidades de pontos
internos, € menor serd o tempo de execugdo do algoritmo.

g=1In=8 @

O nimero maximo de iteragdes realizadas nas
re-execucgdes do K-Means (ik) a fim de evitar grupos com

mais de 10 pontos ¢ equivalente a diferencga entre o nimero
maximo de grupos que podem ser gerados e o valor inicial
definido para o nimero de grupos. Esse nimero maximo de
grupos se da no caso em que a maioria dos pontos sdo os
unicos vértices em seu grupo, exceto por 10, que estdo no
mesmo aglomerado. Portanto, esse valor limite pode ser
descrito por:

ik=n—10+1=>r=n—9 3)

C. Grafos e malhas

Considerando o aspecto geométrico presente no
K-Means e, consequentemente, no SDCB, o formato de
entrada mais adequado para o mesmo ¢ o de malhas. Apesar
dos grafos serem estruturas uteis para representacdo de
dados dentro de um algoritmo, eles se limitam as relagdes
entre seus vértices e arestas — os elementos nele contidos e
as ligacdes entre eles, respectivamente. S3o eles os
geralmente considerados para o calculo de forga bruta, visto
que ela ndo se retém a casos euclidianos [13].

Por outro lado, as malhas possuem, além das
caracteristicas de um grafo, as posi¢des cartesianas de cada
ponto, o que as leva a manter o aspecto geométrico da
entrada [19]. Visto que dois dos métodos empregados no
SDCB — curva de Hilbert e K-Means — baseiam sua
solugdo em dados geométricos [15] [16], malhas sdo
adequadas para assumirem o papel de entrada do algoritmo.

D. Curva de preenchimento de espago de Hilbert

Apesar de implementar branch and bound internamente
nos agrupamentos, foi eleita outra maneira de definir a
ordem de passagem entre os aglomerados, visto que em
casos de larga escala haveria muitos grupos e retornaria-se
ao problema da natureza fatorial presente na solugdo via
forca bruta ou B&B. Para esse proposito, a escolha foi a
aplicacdo da curva de Hilbert.

A curva de preenchimento de espago de Hilbert (livre
trad. do ing. Hilbert space filling curve, HSFC) foi proposta
no século XIX pelo matematico David Hilbert e ¢ o
resultado da conexdo de infinitas divisdes de uma malha
quadrada [20]. As pseudo-curvas de Hilbert, exemplificadas
na Figura 3, sfo recortes finitos dessas conexdes
computados em uma ordem m. A ordem de uma
pseudo-curva de Hilbert ¢ o resultado da conexdo de quatro
copias da ordem anterior dispostas em um quadrado, sendo
os quadrantes — um quarto da pseudo-curva analisada —
superiores copias exatas e os inferiores copias rotacionadas
em 90 e 270 graus, respectivamente.
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Fig. 3. Demonstragao visual de diferentes ordens de pseudo-curvas de
Hilbert.

Mapeando os elementos a partir desse fractal [21],
nota-se que pontos proximos na extensdo da curva de
Hilbert tendem a também ter posi¢des proximas no plano
cartesiano [4]. Diante dessa propriedade, foi adotada como
estratégia para sequenciamento dos grupos a proje¢do de
uma pseudo-curva de Hilbert sobre a malha analisada, com
objetivo de minimizar o uso de abordagens ineficientes.

O algoritmo iterativo para geragdo das pseudo-curvas de
Hilbert descrito em [22] aproveita-se da auto-semelhanga
presente na curva de Hilbert para gerar a pseudo-curva. O
processo consiste em aplicar continuamente copias da
ordem 0, rotacionando-a de acordo com o quadrante em que
ela serd anexada. Para determinar qual a rotacdo aplicada,
considera-se recursivamente a posicdo do quadrante, em
outras palavras, calcula-se a rotacdo aplicada em um
quadrante, baseando-se no processo de formagdo (90° para
o 1° 0° para o 2° e 0 3° 270° para o 4°), e repete-se o
processo, considerando o quadrante calculado ao invés de
toda pseudo-curva. Sabendo que cada quadrante serd uma
ordem imediatamente anterior a analisada, esse processo
sera repetido m vezes, em que m corresponde & ordem na
pseudo-curva.

Uma fungdo andloga a esta foi aplicada no SDCB para
ordenar os grupos a partir da sua posi¢do na pseudo-curva
de Hilbert, porém com algumas adaptagdes, visto que o
contexto ndo exige a formacdo da curva completa, mas
apenas a sequéncia em que ela percorre os quadrantes
contendo os centroides. Primeiro, a malha ¢ quadriculada de
modo que cada centroide esteja dentro de um quadrado
diferente; a ordem m da pseudo-curva ¢ definida em fungéo
do nuimero de quadrados formados. Entdo, ocorre uma
iteragdo em cada centréide para verificar em que quadrado
ele se encontra, ¢ em que quadrante de cada ordem ele esta:
sabendo o quadrante, ¢ possivel saber quantos quadrantes
seriam percorridos antes pela curva, sem necessariamente
saber a sequéncia em que isso acontece. A Unica
determinacdo necessaria para isso ¢ saber a rotagdo de cada
ordem — da maior para a menor — em que o quadrado em
questdo estd, ou seja, se o quadrante do centrdide € o 1°, 2°,
3° ou 4°, partindo dos quadrantes da ordem m (malha
dividida em 4), para os da ordem m — 1 (malha divida em
16), para os da ordem m — 2 (malha dividida em 64), e
assim por diante até chegar na ordem 0. Essa etapa se repete
por m + 1 vezes. Ao obter o nimero de quadrantes e, por
fim, quadrados percorridos anteriormente pela curva
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relativos a cada centroide, basta ordenar estes do menor
para o maior para descobrir a sequéncia final dos grupos.

Dado o método de formagdo da pseudo-curva, o nimero
de quadrados na malha (q) esta relacionado com a ordem m
por uma progressdo geométrica, ja que o numero de
quadrados ¢ multiplicado por 4 a cada nova ordem. Para
cada grupo g, como discorrido anteriormente, serdo
computadas m + 1 operagdes para definir sua posi¢ado. Isto

m+1
q=4 :>log4q =m+1

posto, define-se que

>m = log4q — 1. O numero de iteragdes realizadas ih

sera g X (m + 1); utilizando a decomposi¢do descrita de

m por q, ¢ possivel afirmar que o numero de iteragdes ih

realizadas no algoritmo baseado na curva de Hilbert, em
fun¢do do nimero de grupos g e de quadrados gem que a
malha foi dividida é:

i, =g9gx(oggq-1+1)=i=gxlogqg 4

E. Pontos de conexdo

Tendo estabelecida a sucessdo dos grupos, o proximo
passo ¢ designar os pontos de conexdo — iniciais e finais —
entre grupos consecutivos, a fim de otimizar a passagem
pelos mesmos. Em outras palavras, encontrar os pontos em
que a rota saird de um grupo e entrara no outro de modo que
essa conexdao seja a menor possivel, como ilustrado na
Figura 7.

A funcdo mais intuitiva e precisa para determinar os
pontos de conexdo certamente seria a que utiliza o célculo
da forga bruta, comparando todos os pontos de um grupo
com os do grupo seguinte, a fim de encontrar os com menor
distancia entre si. Contudo, esta fungdo ocupa
significativamente parte do tempo de execugdo e
processamento, visto que, definindo P como o conjunto
contendo os nuimeros de pontos por grupo, € g como a
quantidade de grupos, o nimero de comparacdes crealizadas
definindo pontos de conex@o para cada par sucessivo de
grupos e a quantidade total ip dessas comparagdes serdo:

C=kapk+1 (5)
g-1
V=T xR ©

Em que 0 < k < g,k € N. Sendo 10 o valor maximo
de pontos por agrupamento, o maior nGmero de
comparagdes por cada par sucessivo de grupos seria
10 x 10 = 100.

Portanto, a solugdo empregada utiliza outra logica,
baseada nos centroides a fim prevenir a delonga do tempo
de processamento. Tendo em mente que os centroides
representam seus grupos de maneira centralizada, ¢
justificado considerd-los no momento de definir os pontos
de conexdo entre estes. Preliminarmente, compara-se a
distancia entre o centrdide de um grupo e todos os pontos
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do seguinte, encontrando o ponto com o menor afastamento.
Entdo, esse ponto encontrado ¢ comparado com todos os
pontos do grupo anterior para determinar o mais proximo a
si. Dessa forma:

c=P +P @)
g—1
= 20t ®

Novamente sendo 10 o pior caso de vértices por grupo, o
nimero maximo de comparagdes por par sucessivo de
grupos seria 10 + 10 = 20, cinco vezes menor que o
resultado da fung@o que emprega forga bruta.

Em [15], foi proposta para conectar os agrupamentos
uma fungdo que toma como os dois pontos de conexao os
vértices mais proximos aos centroides do grupo
anterior/sucessor. Contudo, comparando-a com a funcdo
empregada, nota-se que sua precisdo tende a ser menor,
visto que ndo considera as distancias entre os pontos a
serem conectados. Atentando-se a isso e ao fato de o
nimero de comparagdes de ambas ser o mesmo —
representado por (7) e (8) —, a fungdo adotada foi a que
considera apenas um centréide na decisdo, descrita nos dois
paragrafos precedentes.

Por fim, aplica-se o algoritmo de branch and bound
internamente aos grupos determinados pelo K-Means,
restringindo os seus respectivos pontos iniciais ¢ finais. As
excegdes sdo o primeiro ¢ o ultimo grupo da sequéncia, que
ndo possuem restri¢do de ponto inicial e final, nessa ordem.
As rotas internas de cada grupo encadeadas pelos pontos de
conexdo resultardo na ordem final: um caminho
hamiltoniano solugdo para o problema do caixeiro viajante
de formacdo geométrica, plana e completa. O processo
descrito ¢ referente ao algoritmo do SDCB, representado no
fluxograma da Figura 4, ¢ esta ilustrado, conforme a
sequéncia de execucdo, nas Figuras de 5 a 8.

Converter entrada
em malha

Agrupar os pontos
da malha via
K-Means

Ordenar os grupos Quadricular a
usando a curva de malha, mantendo Aumentar em 1 o
. P, possuem 10 .
preenchimento de cada centréide em nimero de grupos
R pontos ou
espaco de Hilbert um quadrado
menos?,
Definir os pontos
iniciais e finais de
cada grupo
Definir a ordem dos Retorna a ordem de
pontos dentro dos
. passagem pelos
grupos via Branch .
and Bound pontos
Fig. 4. Fluxograma do SDCB.
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Malha
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Fig. 5. Malha contendo 24 pontos.
Divisao da malha em grupos
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Fig. 6. Malha da Figura 5 dividida em 3 grupos gerados pelo K-Means,
contendo 8, 8 ¢ 7 pontos.
Pontos de conexdo
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Fig. 7. Malha da Figura 5 com a divisdo de grupos da Figura 6 com

seus centroides e conexdes representados por estrelas e setas,
respectivamente.

Parque Tecnoldgico
Itaipu

Realizagio: @ PT

Retorno do SDCB
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10 - . . . . . . .
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Fig. 8. Malha da Figura 5 com a divisdo de grupos da Figura 6 e com

seus pontos conectados pela rota resultante da implementagdo do
algoritmo Solugdo Utilizando Divisdo e Conquista ¢ Curva de
Hilbert.

Ao determinar um limite de pontos que serdo
computados pelo B&B e definir o ponto inicial e/ou final
dos grupos, € possivel prever um pior caso e, assim, calcular
0 nuimero maximo de iteragdes que ocorrerdo: no pior
cenario o B&B computara tantas operacdes quanto a forca
bruta:Pk!, exceto pelos casos que ndo contemplem as

limitagdes estabelecidas, visto que, ao ter pontos fixos, os
mesmos sdo retirados da conta do fatorial. Sendo 10 o maior
nimero que Pk pode assumir, o pior caso de execugdo do

B&B por grupo torna-se (10 — 1)!'= 9! para os grupos
inicial e final, e (10 — 2)!= 8! para os grupos
intermediarios, visto que estes possuem definidos pontos
iniciais e finais, e o primeiro ¢ Ultimo grupo, apenas o
inicial ou final. Isto posto, o numero total de iteragdes no
pior caso do B&B no SDCB (ib) é:

i,=2x9+ (g —2) x 8! )

Iv.

Para verificar o desempenho pratico do SDCB, este foi
submetido a testes utilizando malhas com pontos definidos
de maneira aleatoria para comparar seus resultados aos de
outros métodos citados. Estes testes direcionardo a analise
do desempenho por meio da acuracidade e do tempo de
execucao do retorno do SDCB.

A. Acuracidade

O critério usado para determinar a acuracidade do
algoritmo foi a porcentagem média aproximada de diferenga
entre o peso dos resultados computados pelo SDCB e pelo
B&B, ou seja, o quao maior ¢ o caminho retornado pelo
programa desenvolvido em relagdo ao menor caminho
possivel. Essa média foi retirada de 100 execugdes para
malhas com até 11 pontos e de 10 execugdes para malhas de
12 a 17 pontos, visando obté-la em tempo de resposta

RESULTADOS E DISCUSSAO
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vidvel, e parando neste numero, pois ele ¢ suficiente para
interpretar o algoritmo.

Em entradas com até 8 vértices, esse nimero se manteve
constante como 0%; até 16, este valor variou
majoritariamente em torno de 2%, mas tendo excegdes de 0,
4 e 17%; e, ao alcancar as malhas de 17 pontos, a
porcentagem assumiu irregularmente valores entre 0 e 20.

Visto que o numero desejado de pontos por aglomeragao
foi estabelecido como 8, em malhas com até 8 vértices ha
apenas um grupo; por conseguinte, o seu resultado sempre
sera semelhante ao do B&B, gerando diferenga de 0%. De 9
a 16 pontos, a tendéncia é a formagdo de dois grupos, ¢ de
17 a 24 elementos, de ocorrerem trés agrupamentos.

A fim de ilustrar a discussdo sobre os dados expostos,
serdo exemplificados nas Figuras 9 a 16 retornos do SDCB
seguidos das menores rotas possiveis, relativos a 4 malhas
distintas. Vale ressaltar que os exemplos s3o casos
selecionados para evidenciar as possiveis diferencas entre as
solugdes em questdo, e, portanto, ndo necessariamente
contemplam a maioria das ocorréncias.

SDCB {ex. 1)

1800

1600

1400

1200

1000

BOO

600

400

200

Eéﬂ 500 750 1060 IZED IShD l?gﬂ
Fig. 9. Malha do Exemplo 1 percorrida pelo retorno do SDCB.

Menor rota possivel (ex. 1)
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Fig. 10.  Malha do Exemplo 1 percorrida pela menor rota possivel.

Rea]izagio: @ PT R.:il{ie'remolugico

Ao observar a menor rota possivel e a solu¢do do SDCB
para a malha do Exemplo 1 (Figuras 10 e 11), percebe-se
trés fatores que podem justificar os dados obtidos nos testes:
I. todos os vértices agrupados na solugdo do SDCB sdo
percorridos na rota 6tima sem que pontos de outros grupos
sejam percorridos antes; II. os dois pontos que conectam os
grupos na rota do SDCB estdo igualmente conectados na
rota de menor custo; e III. a sequéncia dos grupos
determinada pela HSFC ¢ contemplada pela menor rota. A
unido desses fatores resultou em 0% de diferenca entre
ambas solugdes.

Por outro lado, no Exemplo 2, a menor rota (Figura 11)
ndo se detém aos grupos determinados no percurso
retornado pelo SDCB (Figura 12), o que resultou em
diferenga de 17% entre as rotas, por mais que os pontos de
conexdo estivessem conectados na rota 6tima. E, no caso do
Exemplo 3, apesar de os vértices agrupados na solucdo do
SDCB (Figura 13) serem percorridos sem interrup¢do na
menor rota possivel (Figura 14), a rota desta ndo contempla
a conexdo entre os grupos, fator determinante para a
diferenga de peso entre as duas solugdes ser 4%.

SDCB (ex. 2)
a0 -
a0 -
40 -
20 1
0 2 2 4 0 e 70 8
Fig. 11.  Malha do Exemplo 2 percorrida pelo retorno do SDCB.
Menor rota possivel (ex. 2)
an -
&0 4
40 4
20 1
W 2 2 4 0 & 7 8
Fig. 12.  Malha do Exemplo 2 percorrida pela menor rota possivel.

| 1]
A& A ITAIPU

BINACIONAL




18° Congresso Latino-americano de

Software Livre e Tecnologias Abertas

SDCE (ex. 3)
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Fig. 13.  Malha do Exemplo 3 percorrida pelo retorno do SDCB.
Menor rota possivel (ex. 3)
90
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50
40
30
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20 0 60 80 100
Fig. 14. Malha do Exemplo 3 percorrida pela menor rota possivel.

Além das duas possiveis divergéncias entre as solugdes
citadas, ha outro fator que pode diferir assim que o nimero
de grupos superar dois: a sequéncia dos grupos. Nota-se no
Exemplo 4 que todos os elementos de cada grupo da SDCB
sdo percorridos antes de a rota abranger pontos de outros
grupos, mas a sequéncia em que esses pontos agrupados sdo
percorridos na menor rota ¢ diferente, levando a diferenca
entre as duas rotas a ser de 16%.

Isto posto, repara-se que a probabilidade do retorno do
SDCB ser exatamente igual ao da for¢a bruta depende de se
os pontos agrupados nao sao interrompidos, se as conexdes
entre 0s grupos estdo presentes na menor rota € se a
sequéncia dos agrupamentos ¢ a mesma. Logo, ¢ notavel
que, quanto maior a quantidade de grupos em que pontos da
malha sdo divididos, menor a probabilidade de o retorno ser
otimo, ¢ maior a tendéncia da porcentagem da sua diferenga
com a menor rota crescer.

Rea]izagio: @ PT R.:il{ie'remolugico

SDCE (ex. 4)
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Fig. 15.  Malha do Exemplo 4 percorrida pelo retorno do SDCB.

Menor rota possivel (ex. 4)
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Fig. 16.  Malha do Exemplo 4 percorrida pela menor rota possivel.

B. Tempo de execugdo

Apesar da acuracidade obtida pelo SDCB ndo ser
satisfatoria em alguns casos, seu tempo de execugdo o torna
uma ferramenta viavel para casos que priorizam obter a
resposta com mais agilidade. No intuito de comparar o
tempo de resposta do SDCB com os de outras solugdes,
foram realizados testes em um ambiente de execucdo fixo
relativos aos tempos de execugdo dos algoritmos de forga
bruta, B&B e SDCB, em fungdo do nimero de vértices da
malha de entrada. A comparacdo ¢é representada no recorte
de grafico da Figura 17

Observando a Figura 17, nota-se o problema da
complexidade fatorial presente nos algoritmos B&B e
K-Means tornando-se mais visivel. Para entradas com
numeros limitados de pontos ele mostra-se uma solugdo
viavel, no entanto, conforme a quantidade de vértices se
torna mais expressiva, o tempo necessario para obter um
retorno acaba tornando-o impraticavel.
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Tempo de execucdo por método
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1] 100 200 300 400 500
n® de pontos na malha
Fig. 17.  Grafico de linhas apresentando a comparagdo entre os tempos

execucao dos algoritmos: forca bruta, branch and bound e SDCB

O tempo consumido pela execugdo do SDCB pode ser
estimado a partir do tempo gasto por cada uma de suas
etapas, que foi explicado na secdo II: durante a divisdo de
grupos pelo K-Means, o nimero méaximo de iteragcdes pode
ser calculado a partir do numero de vértices e € uma fungao
linear, mas sua complexidade e re-execugbes o tornam
exponencial. O impacto causado pelo K-Means no tempo de
execucdo estd ilustrado no grafico da Figura 18. As
computagdes realizadas pelo B&B também seguem um
padrdo exponencial, ndo mais fatorial devido ao processo de
divisdo e conquista. A ordenacdo pela pseudo-curva de
Hilbert tem seu tempo de execugdo calculado por uma
funcdo logaritmica. Dado que o aumento de tempo mais
significativo de suas etapas ¢ exponencial, ¢ seguro afirmar
que o tempo consumido pelo SDCB em fung@o do ntimero
de vértices é exponencial.

1213 lteragdes no melhor e pior caso do K-Means

200
175
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]
S 125
o
=100
L1
2075
[
0.50
025
0.00
0 1000 2000 3000 4000
n® de pontos na malha
Fig. 18.  Grafico com o pior nimero de iteragdes: do pior caso de
re-execugdes do K-Means (em verde); e do caso em que o K-Means
executa apenas uma vez (em azul)
Entretanto, devido a irregularidade do tempo de

execugdo do B&B, das divisdes dos grupos e das possiveis
re-execucdes do K-Means para evitar grupos com mais de

Realizagio: @ PT ‘Fgli%l{ie'remolugico

10 pontos, nota-se oscilagdo nos tempos do SDCB. Mas,
considerando que seus casos maximos crescem de maneira
exponencial, pode-se afirmar que ele ¢ uma alternativa mais
agil que a forca bruta e o branch and bound, cujos casos
maximos crescem de maneira fatorial.

V. CONCLUSAO

Sendo um tema pesquisado desde o século XIX [16],
existem diversas maneiras de solucionar o problema do
caixeiro viajante a fim de diminuir seu tempo de execugdo.
A do presente artigo, SDCB, aborda trés outras: divisdo e
conquista, branch and bound e curva de preenchimento de
espago de Hilbert, tendo enfoque em casos euclidianos. Ela
contempla quatro passos: dividir a malha em grupos —
K-Means; determinar a sequéncia de grupos — curva de
Hilbert; determinar os pontos de conexao entre os grupos; ¢
percorrer os grupos internamente com as limitagdes dos
pontos de conexao.

Os resultados experimentais demonstraram que, apesar
de a probabilidade da rota retornada pelo SDCB ser a menor
possivel diminuir a cada agrupamento realizado, a sua
acuracidade se mantém imprevisivel. E o tempo de
execucdo do SDCB cresce irregularmente de maneira
exponencial, em fung¢do do nimero de pontos da entrada,
fazendo sua aplicagdo vidvel em contextos reais de
aplicagdo do PCV.

Adicionalmente, o desenvolvimento deste trabalho, pelo
seu carater formativo dos autores, possibilitou aos mesmos
o entendimento mais aprofundado a respeito das
possibilidades e limitagdes de algoritmos computacionais,
assim como expandiu o vislumbre de maneiras como
contorna-las.

Para trabalhos futuros, propde-se a aplicagdo do SDCB
em diferentes formagdes do PCV além da geométrica plana,
como a cléassica ou a tridimensional; sugere-se também a
alternacdo do K-Means por outros algoritmos de
agrupamento, assim como estudar outras maneiras de
implementar a curva de Hilbert ¢ aplicacdo de algoritmos
preliminares ao B&B, visando testar qual aplica¢do retorna
melhor tempo de execugdo e confiabilidade.
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