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Abstract

A distributed data structure has n components, one at each site in a distributed system.
The correctness of a distributed data structure is often expressed by means of a predicate
that should be kept invariant. As an example, a distributed data structure associated with
a mutual exclusion problem has components that describe the actual state of each site —
using the critical resource, or idle — and the predicate that expresses correctness imposes
that no two sites can be using the critical resource at the same time. A formal technique for
derivation of distributed data structures specified by an invariant is described, the correctness
of which is defined by some (global) predicate. Using a network with only 2 nodes, we show
that every predicate is equivalent to an inequality on a partially ordered domain suitably
choosen.

Resumo

Uma estrutura de dados distribuida possui n componentes, uma em cada sitio de um
sistema distribuido (nés de uma rede de computadores). A corre¢io de uma estrutura de
dados distribuida é freqiientemente expressada através de um predicado que deve ser man-
tido invariante. Por exemplo, uma estrutura associada com o problema da exclusdo mitua
pbssui componentes que descrevem o estado atual de cada sitio - usando ou ndo o recurso
compartilhado - e o predicado que expressa corregdo exige que dois ou mais sitios ndo podem
estar utilizando o recurso simultaneamente. Uma técnica formal para derivagao de estruturas
de dados distribuidas especificada por um invariante é descrita, cuja corregio é definida por
um predicado global. Utilizando uma rede com 2 nés, mostramos que qualquer predicado
é equivalente a uma desigualdade sobre um dominio parcialmente ordenado adequadamente
escolhido.
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1 Introdugao

Considere uma rede de computadores com n nés que se comunicam apenas através de mensagens,
que nio compartilham meméria e que ndo possuem um relégio comum. Uma estrutura de dados
distribuida é constituida por n componentes, cada um localizado em um dos nés da rede. A
corregio parcial de uma estrutura como essa pode ser expressa por um predicado que envolva o
estado corrente de todos os componentes, que deve ser mantido invariante.

Como um exemplo, podemos citar o problema da Ezclusdo Miitua, que consiste de um recurso
qualquer sendo compartilhado por todos os nds da rede. Cada componente da estrutura de dados
distibuida descreve o estado atual do né, que pode estar usando ou ndo o recurso compartilhado.
O predicado que deve ser mantido invariante € o seguinte: dois nés nio podem estar usando o
recurso simultaneamente. Uma solugdo para esse problema é exibida em [Lamport, 1978], onde
se introduziu o conceito de reldgios ldgicos. Outras solugoes foram exibidas posteriormente em
[Ricart e Agrawala, 1981, Carvalho e Roucairol, 1983, Maekawa, 1985, Barbara e Garcia-Molina,
1986].

Outro exemplo simples é o problema Leitores e Escritores ([Tanenbaum, 1992),p.58 e [Han-
sen, 1973],p.106). Nesse problema, tem-se um conjunto de dados que pode ser acessado concor-
rentemente pelos nés da rede, os quais podem executar uma operagao de leitura ou de escrita
(alteragdo). A estrutura distribuida mantém, em cada n6 da rede, um componente que des-
creve o estado corrente, que pode ser escrevendo, lendo, ou “nenhuma agdo”. Um algoritmo
distribuido para tratar esse problema vai estar parcialmente correto se o seguinte predicado for
mantido invariante: se um né estiver no estado escrevendo, todos os outros devem estar no
estado “nenhuma agdo”.

Produzir um algoritmo para executar uma tarefa como as descritas acima é um empreen-
dimento complexo, dadas as dificuldades envolvidas. Cada né sé pode executar uma alteragdo
segura na sua componente da estrutura de dados distribuida. O conceito de alteragao segura en-
volve a certeza de que, se um né faz uma transigio para um novo estado, as possiveis transigoes
executadas pelos demais nao irao violar a corregio do predicado. A dificuldade reside em dois
pontos principais:

e Nao possuindo uma meméria comum, um né nao pode consultar o estado corrente dos
demais. A informagdo que ele possui sobre o estado dos outros nés é proveniente de men-
sagens recebidas. Toda mensagem que chega carrega uma informagéo sobre um momento
no passado daquele né que a enviou, assim nio podemos afirmar que ela estard necessari-
amente atualizada.

¢ Nao possuindo um relégio comum, nio é possivel sincronizar as transi¢oes executadas por
dois ou mais nés da rede. Quando um né vai realizar uma alteragio no seu componente
da estrutura distribuida, ele nao tem subsidios para inferir o momento exato que algum
outro né da rede vai poder executar determinada transigao.

Um algoritmo distribuido para resolver tarefas como as enumeradas deve possuir algumas
propriedades indispensdveis, como por exemplo, nunca chegar & uma situagio de deadlock (blo-
queio). Essa propriedade é definida em [Shaw, 1974),p.203 e [Coffman e Denning, 1973),p.44.
Qutra exigéncia é garantir que todos os nds poderao atingir um estado desejado em tempo finito
(fairness). Esse iltimo conceito é formalizado de maneira elegante em [Chandy e Misra, 1984],
através de grafos de precedéncia.

O trabalho desenvolvido em [Owick e Gries, 1976] mostra um método axiomatico para provar
propriedades como as descritas acima através da adi¢io de varidveis auxiliares ao programa.
Esse trabalho constitui uma proposta de extensio do conjunto de axiomas para corregao parcial
proposto em [Hoare, 1969).
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Dado um predicado que envolve o estado dos componentes de uma rede de computadores,
precisamos dispor também de meios que permitam verificar se o algoritmo utilizado mantém
este predicado invariante. Para mostrar que um predicado P se mantém invariante, o método
geral de prova, como descrito em [Keller, 1976), consiste em exibir um outro predicado mais
forte que P, que seja indutive. Essa tarefa, entretanto, envolve conhecimento de elementos
especificos da implementagdo utilizada para resolver o problema, e nem sempre pode ser realizada
mecanicamente.

1.1 Objetivos do Trabalho

Este trabalho procura determinar diretivas para tornar a construgio de algoritmos distribuidos
uma tarefa mais sistemdtica, propondo que a prova de corregio venha como consegiiéncia da
concepgio do algoritmo. E descrita uma técnica formal para derivagio de estruturas de dados
distribuidas, especificadas a partir da definigio de um predicado que se deseja manter invariante:

Inicialmente, em uma rede com apenas dois nds, € proposto um problema simples especificado
através de um predicado sobre a estrutura de dados distribuida. As alteragdes que cada né pode
realizar sobre sua componente sdo classificadas como seguras ou perigosas, indicando se as
mesmas podem levar o sistema de uma situagao correta para uma situagio de erro. Em seguida,
discutimos o formato de protocolos que possibilitern a manutengio desse predicado.

As idéias sdo entdo generalizadas através de um mapeamento dos dominios relacionados ao
problema em dominios parcialmente ordenados adequadamente escolhidos. O predicado original
P é distribuido em duas componentes locais e uma componente global, com o objetivo de reduzir
o trifego de mensagens. Essas componentes se baseiam unicamente em um dos dois dominios
relacionados a P. Com a distribuigio proposta consegue-se entdo, a partir de dois dominios
arbitririos E; e Ep, um tinico dominio parcialmente ordenado (por exemplo, (281, C)) e duas
fungoes fi e fo que mapeiam o predicado original em uma desigualdade sobre esse dominio
parcialmente ordenado. Os conjuntos representados nesse dominio sio apenas aqueles cuja
“perda de territério” por parte de um né permita ao outro né um conjunto maior de possiveis
transigbes.

Usando essa teoria, sao derivados protocolos simples para resolver problemas especificados
por um predicado sobre uma estrutura de dados distribuida, em uma rede com dois nés. Por
exemplo, serdo desenvolvidos algoritmos para resolver o problema da Ezclusdo Miitua e o Pro-
blema das Engrenagens, cuja formulagao introduziremos no momento oportuno.

2 Especificando problemas através de predicados

Considere um problema envolvendo estruturas de dados distribuidas com as seguintes carac-
teristicas:

e A rede de computadores possui apenas 2 nés que se comunicam unicamente através de
mensagens, nio compartilham meméria e ndo possuem um reldgio comum; estes nés serao
designados né I e né 2.

e Cada componente da estrutura é um inteiro com valores variando entre 0 e 9; usaremos e;
para representar a componente do né 1 e e; para representar a componente do né 2.

¢ a estrutura de dados estard correta se, e somente se, o valor de e; for menor ou igual ao
valor de es.

Para i = 1,2, vamos chamar de E; o dominio dos valores que a componente do né i pode
assumir. A estrutura de dados serd designada por E e representada por um par ordenado onde
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cada componente é um elemento de F;. Podemos entido especificar o problema em questio
usando um predicado P : E— {true, false} que envolva o estado das componentes de cada né.
Parai=1,2:

E;=(0,...,9), e;€E;;, E=E xEp, P= e;<ey.

2.1 Determinacio de protocolos

No problema proposto, supondo que o predicado inicialmente é vilido, devemos exibir um pro-
tocolo que o mantenha invariante. Cada né poderd incrementar ou decrementar o valor de sua
componente, ficando a cargo desse protocolo gerenciar as transi¢oes vdlidas (chamaremos de
transigdo qualquer mudanga de estado da componente de um né).

Supondo um meio em que a transmissio das mensagens é sempre feita sem distorgdes ou
perdas, o seguinte protocolo ird satisfazer os requisitos necessarios:

1. Um tnico token circula entre os dois nds; para i = 1,2, se 0 né i envia o token, ele contera
o valor de e; naquele exato momento.

2. O né 1 s6 poderd realizar uma transigio (e; = v) — (e; = v'), onde v’ > v, quando
receber o token trazendo um valor de e; e este valor for maior ou igual a v'.

3. O né 2 s6 poderd realizar uma transicio (e = v) = (e2 = v’), onde v’ < v, quando
receber o token trazendo um valor de e e este valor for menor ou igual a v’

Esse protocolo serd designado protocolo do token circulante.

As transigoes podem ser classificadas como seguras ou perigosas. O primeiro tipo engloba
as transigdes que nunca poderiam levar o sistema de um estado correto para um incorreto. Por
exemplo, se o valor de e; é 5 e o sistema estd em um estado que satisfaz o predicado P, pode-se
alterd-lo para 4 com a certeza de que nao causaria uma violagao de P. E isso pode ser feito
sem que haja comunicagio entre os nés. O segundo tipo, por outro lado, engloba as transigoes
que podem acarretar uma violagio do predicado P. Por exemplo, se e; = 6, s6 podemos fazer

e; = T se tivermos a certeza de que a componente e; vai se manter em um valor maior ou igual
a7

2.2 Distribuigao de um predicado

O trifego de mensagens pode ser reduzido consideravelmente se for utilizada uma técnica simples
para “distribuigdo” do predicado P. Para isso, vamos introduzir duas novas varidveis: ¢y, no
né 1, e ¢z, no né 2, Vamos também substituir o predicado P = e; < e; pela conjungdo dos
predicados

Lizse<e, Iz=ca<e, G=yLen.

Os predicados L; e L, sdo chamados de predicados locais e G é chamado de predicado global.

Para mantermos a validade do predicado G, podemos utilizar novamente o protocolo do
token circulante. Para o caso dos predicados locais, basta introduzir, sempre que um né for
executar uma transigdo, testes que garantam que as variiveis locais e; e e; ndo irdo violar esses
predicados. ;

Usando essa abordagem, o né 1 ndo precisa necessariamente esperar a chegada de uma
mensagem sempre que for incrementar o valor de ;. Da mesma forma, podem ocorrer casos em
que o né 2 decrementa o valor de e; sem a troca de mensagens. O ganho vem da memorizagio
do conhecimentoadayiridéy registradanas vatidyeis.cs oo, A fignra l maostranm alggritmonge.

implementa essas idéias. A notagio utilizada & a sugerida em [Hoare, 1978], usando os comandos
guardados introduzidos em [Dijkstra, 1975). Neste trabalho utilizaremos constantemente essa
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TYPE State = 0..9;
Knowledge = 0..9;

[ P1:: el: State; hastoken: BOOLEAN; c1: Knowledge;
el := 5; hastoken := TRUE; ¢l := 5;
*el>0—el:=el-1;
| receive(token) — cl := token.c; hastoken := TRUE;
| TRUE — ¢l := el;
|el>el —el:=el +1;
| hastoken — token.c := cl; send(token); hastoken := FALSE;
]

]

[ P2:: e2: State; hastoken : BOOLEAN; c2: Knowledge;
e2 := 5; hastoken := FALSE; c2 := 5;
*e2 <9 — e2:=e2 + 1;
| receive(token) — ¢2 := token.c; hastoken := TRUE;
| TRUE — €2 := e2;
|2 <e2 —e2:=e2-1;
| hastoken — token.c := c2; send(token); hastoken := FALSE;
]
]

Figura 1: Algoritmo usando distribui¢io do predicado P.

notagdo nos algoritmos apresentados. Convém salientar, entretanto, que a comunicagio nio
é feita de maneira sincrona como na linguagem CSP. Estaremos sempre considerando uma
comunicagio assincrona ([Andrews e Schneider, 1983, Bal et al., 1989]), sem estabelecer nenhuma
suposigao sobre a velocidade relativa das mensagens trocadas.

2.3 Dominios Parcialmente Ordenados

Nesta segdo vamos produzir uma generalizagio das idéias discutidas até agora. Para isso, usare-
mos o conceito de dominios parcialmente ordenados, que sdo estruturas da forma (D, %), onde
D é um conjunto qualquer e < é uma relacio de ordenagdo parcial em D. Uma forma bastante
utilizada para se representar um dominio como esse é o diagrama de Hasse ([Grimaldi, 1988]),
como o exibido na figura 2.

A representagio de uma relagio em um conjunto qualquer através de um grafo direcionado
é feita colocando-se os elementos desse conjunto como vértices do grafo, sendo que uma aresta
liga o vértice z ao vértice y se, e somente se, o par ordenado (z,y) pertencer a essa relagio.
Sempre que uma relagio induz a formagdo de um dominio parcialmente ordenado em um con-
junto qualquer, essa relagio tem que constituir uma ordenagdo parcial. Ou seja, tem que ser
reflexiva, antissimétrica e transitiva. O diagrama de Hasse se vale do conhecimento prévio dessas
propriedades para produzir uma representagio mais econdomica. Adota-se a convengio de que a
diregdo das arestas do grafo ¢ sempre de baixo para cima.

A generalizagdo que iremos propor a seguir vai utilizar as estruturas de ordenagio parcial
que acabamos de apresentar. As varidveis €) e e; ndo mais estardo restritas a inteiros entre 0 e
9, mas poderdo assumir valores de dominios arbitririos E; e E,, os quais podem ser distintos.
Suponha que tenhamos um dominio parcialmente ordenado (D, <), e fungdes f;: E; — D (para
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Figura 2: Dominio parcialmente ordenado.

i =1,2) que mapeiam os valores de €, e ez, de seus respectivos dominios em D.

E fcil ver que, se o predicado que desejamos manter invariante puder ser escrito como
P = fi(e1) £ fa(ez), todos os resultados discutidos até agora poderdo ser usados, com pequenas
adaptagoes. As transigGes seguras e perigosas podem ser facilmente identificadas:

o No né 1, as transi¢oes do tipo (e; = v) — (e; = v’), onde fi(v') X fi(v), sdo seguras,
podendo ser executadas sem troca de mensagens. Todas as outras sio perigosas e devem
seguir algum protocolo.

e No né 2, as transigdes do tipo (ez = v) — (e2 = v'), onde fa(v) < fa(v'), sdo seguras e
todas as outras sdo perigosas.

O protocolo do token circulante pode ser generalizado da seguinte forma, para i = 1,2 e
v,v' € E;:

1. Um tnico token circula entre os dois nos; se o nd i envia o token, ele conterd o valor de
fi(e:), avaliado no momento da transmissio.

2. O né 1 s6 podera realizar uma transi¢io (e; = v) — (e; = v'), onde fi(v') £ fi(v),
quando receber o token trazendo um valor u (representando fa(ez)) tal que fi(v') < u.

3. O né 2 s6 poderd realizar uma transigio (ez = v) — (ez = v'), onde fo(v) £ f2(v),
quando receber o token trazendo um valor u (representando fi(e;)) tal que u < fo(2').

A distribuigio do protocolo P também pode ser feita de maneira bem simples. Os nés
deverdo manter também varidveis ¢, e ¢z, e ambas assumirdo valores do dominio parcialmente
ordenado (D, =). Pode-se obter uma economia no trifego de mensagens ao substituirmos o
predicado P = fi(e;) < fa(ez) pela conjungdo dos predicados

Li=fila)Xe, Lasca= faler), G=e1 Lo

2.4 Definigdo dos Mapeamentos

Na se¢do anterior, vimos como generalizar as idéias introduzidas no inicio do capitulo, usando
dominios parcialmente ordenados. Vamos agora determinar de que forma poderemos implemen-
tar esses resultados.

Considere dois dominios arbitrarios F; e E; para as varidveis locais e; e e2 ¢ um predicado
P: B, x E;— {irue, false}. Vamos tentar identificar um dominio parcialmente ordenado (D, <)
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e fungdes f; e f; que mapeiam os dominios Fy e E; e o predicado P em uma desigualdade em
D.

Como proposta inicial, vamos tomar o conjunto 25! dos subconjuntos de Ej, parcialmente
ordenado pela relagio de inclusdo. Precisamos encontrar fungdes f;: By — 251 e f: B, — 2B
tais que

filer) 2 fa(e2) & Pler,ez).

Para simplificar, vamos fazer fi(e;) = {e1}. A fungdo f; deve funcionar de maneira que

{e1} 2 fa(e2) & Pler,e2).
Nesse ponto, ¢ conveniente introduzirmos a seguinte definigao:

Definigdo 1 Dados dois conjuntos E; e E3 e um predicado P sobre Ey x Ej, dizemos que dois
subconjuntos S; C E; e S2 C E, sio P-compativeis se, e somente se, para e; € Ey, e; € Ey,
temos

(e1,e2) € §1 x S2 = P(eg,e2).
Ou seja, dois conjuntos Sy, 52 sio P-compativeis se, e somente se, cada par ordenado formado
por um elemento de S} e um elemento de S, satisfizer ao predicado P. a

Vamos definir também o seguinte mapeamento, para i,j € {1,2}, i # j:

P;i(5;)
Pi(0;)

{ei€ E; |V e; € 5;,P(e;; e_,;)}, se SJ' # @j.
I (1)

onde (e;; ¢;) denota (e;,¢;) se i < j, e (ej,€;) se j < i. Pj; mapeia um subconjunto §; de E; em
um subconjunto P-compativel de E;. Chamaremos o mapeamento P j;($;) de transformada de
S; por P.

Podemos adotar entdo o seguinte formato para fp:

Ja(e2) = Pay({e2}).

Como {e;1} C Pai({e2}) & P(ey,ez), chegamos ao resultado desejado. Ou seja, dados dois
dominios arbitrarios E) e E3 e um predicado P, encontramos um dominio parcialmente ordenado
(281, <) e duas fungdes f; e f que mapeiam o predicado original em uma desigualdade sobre
esse dominio parcialmente ordenado.

Como vimos nas seges 2.1 e 2.2, podemos utilizar protocolos simples para manter invariante
essa desigualdade. Além disso, ela pode ser decomposta em dois predicados locais e um predicado
global, seguindo a idéia de economia no trifego de mensagens que discutimos anteriormente.
Assim teremos:

Li={e1}Ce1, La=c2CPy{e}), G=ey Cea

Nesse caso, chamaremos as varidveis ¢; e ¢, de territdrios de possiveis estados (ou simplesmente
territdrios) dos nos 1 e 2, respectivamente.

Vamos utilizar essas idéias em um exemplo prdtico. Considere o problema da Ezclusdo Mitua
envolvendo dois nés. Nesse problema, temos

E, = E; = {idle, busy}

onde idle representa um estado em que o né nao estd utilizando o recurso compartilhado, e busy
representa o contrario. O predicado pode ser especificado como:

P = (e; = idle) v (eg = idle).



28 XIV Congresso da Sociedade Brasileira de Computacio

TYPE State = (idle, busy);
Knowledge = SET OF State;

[ P1:: el: State; c1: Knowledge; hastoken: BOOLEAN;
el := idle; c1 := [idle]; hastoken := TRUE;
*[[idle] € c1 — el := idle;
| [busy] C el — el := busy;
| el = idle — cl := [idle];
| el = busy — cl := [busy];
| receive(token) — cl := token.c;

hastoken := TRUE;
hastoken — token.c := cl;
send(token); hastoken := FALSE;

]
]

[ P2:: e2: State; c2: Knowledge; hastoken: BOOLEAN;
€2 := idle; c2 := [idle, busy]; hastoken := FALSE;
*[c2 C [idle] — €2 := busy;

€2 C [idle,busy] — €2 := idle;

€2 = idle — ¢2 := [idle,busy];

€2 = busy — c2 := [idle];

receive(token) — c2 := token.c;

hastoken := TRUE;
hastoken — token.c := c2;
send(token); hastoken := FALSE;

Figura 3: Exclusao Miitua.

A figura 3 mostra um algoritmo distribuido que implementa uma solugéo para esse problema.
Esse algoritmo utiliza um mapeamento do predicado original no dominio parcialmente ordenado
(251, <). O protocolo utilizado é o do token circulante, sendo que a desigualdade {e1} C
P21({e2}) foi distribuida em predicados locais L, e L, e no predicado global G, da maneira que
especificamos anteriormente.

No né 1, todas as transi¢des devem obedecer ao predicado local L, = {e;} C ¢;. No né 2,
precisamos antes calcular

Pyi({idle}) {idle, busy}
Pi({busy}) {idle}

e descobrir os valores corretos que e; pode assumir de maneira a manter o predicado local
Ly = ¢2 C Pyi({ez}) invariante. Por exemplo, uma condigio necessiria para que e; possa
assumir o valor busy é que c; C Pyy({busy}) = {idle}.

Nesse ponto, algumas questdes devem ser levantadas. Nés elegemos 251 para ser o dominio
parcialmente ordenado com que irfamos trabalhar. Se 272 fosse um dominio diferente do pri-
meiro, quais seriam as implicagdes de escolher este ou aquele? E se o tamanho dos dominios fosse
muito discrepante? Outra questio importante é a seguinte: a estrutura de dados distribuida
que utilizamos nessa solugio é a mais eficiente?

]
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Essas e outras dividas serdo respondidas na segdo seguinte.

3 Conexoes de Galois
Considere o algoritmo exibido na figura 3. Observando o seguinte comando do processo P1:
el = busy — cl := [busy]

notamos que o né 1 pode restringir seu territério de possiveis transigdes de uma forma ndo
inteligente. Ou seja, ele poderia, por exemplo, alterar o valor de ¢, de {idle, busy} para {busy}.
Mas, com isso, ndo estaria de forma alguma possibilitando ao né 2 realizar uma expansio no
seu territdrio, uma vez que

Pia({busy}) = {idle} = Pyo({idle, busy}).

Nesta segdo estudaremos uma forma de representagio para as estruturas de dados dis-
tribuidas que evite esse tipo de “desperdicio”. Ou seja, para i,7 € {1,2}, i # 7, no né i
serao representados apenas os territérios cuja expansido sé possa ser realizada se ocorrer uma
restrigao do territério do né j.

3.1 Conjuntos P-fechados

Sejam E, e E; dois conjuntos quaisquer ¢ P um predicado sobre E; x E;. Parai = 1,2, as
transformadas de S; por P, onde S; C E;, podem ser utilizadas para expressar P-compatibilidade
da seguinte forma:

S1x5CP
S51¢M T
A = | 51 € Pu(S:) (2)

Sy # 02 $
S2 € P12(51)
A partir dessa equagdo, podemos concluir que a transformada por P de um subconjunto nao
vazio S; de E; é o maior subconjunto de E; que é P-compativel com §;.

As duas propriedades seguintes caracterizam uma Conezdo de Galois [Ore, 1944, Szasz, 1963)
entre os reticulados 2F1 e 2F2:

S5iC R = Pi(5)2Pij(R) (3)
P;i(Pi;(5i)) 2 i (4)

Se §; é um subconjunto de R;, entdo a transformada de R; por P é um subconjunto de §;.
Além disso, §; serd sempre um subconjunto da transformada dupla de P aplicada a ele mesmo
— este importante conceito sera utilizado logo a seguir, quando definirmos a nogao de conjuntos

P-fechados.

Outras propriedades de interesse sao!
Si2 R = Pj;i(Pii(5)) 2 Pji(Pi;j( &:)) (5)
Pii(SiUR:) = Py(Si)nPi(R:) (6)
Pij(SinR;) 2 Py;(Si)UP;;(Ry) (7

Usando as equagdes 3 e 4, podemos chegar ao resultado seguinte:.

Pji(Pi;(P;(Py;(5:))) = Pji(Pi;(5:)) (8)
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As propriedades 4 e 8 caracterizam as transformadas duplas como operagées de fechamento
nos reticulados 25, i = 1,2. Dado um subconjunto §; de E;, denotamos seu fechamento por
P - dado por Pji(P;;(S:)) - por [(Si)]p. Chegamos entdo a uma definigio que serd muito
importante no nosso estudo:

Definigdo 2 Um subconjunto S; de E; é P-fechado se, e somente se, 5; = [(5;)]p- m]

O teorema que se segue resume algumas propriedades iiteis desses subconjuntos.

Teorema 1 (Ore, 1944)

Considere dois conjuntos quaisquer E, e E,, e uma relagio bindria P C Ey x E;. Sejam Py e
P, aplicagdes entre 251 e 282 determinadas por P, de acordo com as equages exibidas em 1.
Entio:

1. O mapeamento P;(P;;()) é uma operagio de fechamento em 25¢; 0s elementos P-fechados
tém a forma Pj;(P;;(Si)) para algum S; C E;, e também a forma P;;(S;) para algum
Sj - Ej.

2. Os subconjuntos P-fechados de E; compdem um sub-reticulado de 25,

3. Existe um isomorfismo dual entre o reticulado de subconjuntos P-fechados de E,; e o reticu-
lado de subconjuntos P-fechados de E; (as correspondéncias sao dadas pelas transformadas
P,‘j e P_.,"').

o

3.2 Utilizagao

Na segiio 2.4, utilizamos o dominio (25, C) e as fungdes fi(e1) = {e1}, fa(e2) = Pai({ez2}) na
distribui¢do do predicado P. Vamos nos valer dos resultados obtidos a partir do teorema 1 para
podermos utilizar nio mais o conjunto 21 mas apenas o conjunto dos subconjuntos P-fechados
de E;. Na realidade, esse teorema nos fornece um resultado ainda mais forte, mostrando que,
se escolhéssemos o dominio dos subconjuntos P-fechados de E,, o resultado seria equivalente.

Seguindo essas idéias, vamos produzir uma nova versio para o algoritmo que resolve o pro-
blema da exclusdo mitua em uma rede com dois nés. Os dominios 251 e 2F2 sio idénticos e o
predicado que descreve o problema é simétrico, assim os subconjuntos P-fechados de E; sdo os
mesmos de E,. Podemos identifici-los da forma a seguir. Para i,j € {1,2}, i # j:

{idle,busy} = Pji(Pi;({idle,busy}))
{idle} = P;i(Pi;({idle}))

A figura 4 mostra o dominio dos subconjuntos P-fechados de E; e E; e o isomorfismo dual
entre eles.

A nova versio do algoritmo pode ser vista na figura 5. Usando transformagdes algébricas
simples que aproveitam a natureza simétrica do problema, produzimos um inico cédigo para
ser executado pelo né i (i = 1,2).

Observe que a varidvel que representa o territério de possiveis estados do né i (i = 1,2)
assume apenas valores dentro do conjunto de subconjuntos P-fechados de E;. Ou seja, ¢; assume
apenas os valores {idle} ou {idle, busy}. Como haviamos ressaltado anteriormente, se o territério
fosse, por exemplo, o valor {busy}, o né i estaria restringindo suas possiveis transigdes sem com
isso permitir ao né j (j € {1,2}, j # i) qualquer expansao. Isso porque, se ¢; = {busy}, entdo
e; = busy, uma vez que ¢; € ¢;. Para satisfazer o predicado P, teriamos e; = idle e ¢; = {idle}.
A componente e; do né i nao poderia passar para idle, embora as restrigdes impostas ao né j
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P, ﬁ =",

{idle, busy} {idle, busy}
¥
(idle} [idle)

Figura 4: Subconjuntos P-fechados para o problema da exclusio mitua.

TYPE State = (idle, busy);
Knowledge = SET OF State;

[ Pi:: e: State; c: Knowledge; hastoken: BOOLEAN;
e := idle; ¢ := [idle]; hastoken := (i = 1);
*[TRUE — e := idle;
| ¢ = [idle,busy] — e := busy;
| e=idle — c:= [idle];
| receive(token) — c := Pj;(token.c);

hastoken := TRUE;
| hastoken — token.c := c;

send(token); hastoken := FALSE;
]

Figura 5: Exclusio Miitua usando conjuntos P-fechados.
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Figura 6: Problema das Engrenagens.

o permitam. A formalizagio da derivagio de estruturas que contornam esse problema é um dos
principais resultados obtidos.

Vamos estudar mais um exemplo da utilizagao dessa teoria, considerando um caso onde os
dominios E; e E; sdo distintos. O problema que veremos serd designado de O Problema das
Engrenagens, onde as componentes dos né 1 e 2 podem ser definidas como

E, ={0,1,2,3}, E;={0,1,2,3,4,5,6,7}
e a especificagio pode ser estabelecida por um predicado da maneira a seguir:
P =(e; =e; mod 4) V(e; = (e2+ 1) mod 4), e, € Ey,e; € Es.

A figura 6 mostra como essa situagdo pode ser representada graficamente, sendo que o né
1 estd associado a primeira engrenagem (a menor) e o né 2, a segunda. Inicialmente, o noé 1
possui um valor fixo representado por ”1”, enquanto o né 2 pode assumir os valores "0” ou "1”.
Observe como a primeira engrenagem é numerada no sentido horario e a segunda, no sentido
anti-hordrio. Quando as componentes tiverem seus valores alterados, as engrenagens irdo, como
era de se esperar, executar movimentos de rotagio em sentidos contrarios.

Na figura 7, pode-se ver o dominio parcialmente ordenado formado pelos subconjuntos P-
fechados de 251, A fungdo P2, aplicada a esses subconjuntos, leva aos seguintes resultados:

P13({0}) = {7,0,3,4} Py2({1}) = {0,1,4,5}
P12({2}) = {1,2,5,6} P1a({3}) = {2,3,6,7}
Pl2({01 1})'—' {0v4} Pl‘l({1|2})= {1!5}
P12({2,3}) = {2,6}  P12({0,3}) = {3,7}

Um algoritmo para resolver esse problema é exibido na figura 8. Algumas modificagoes foram
introduzidas no modelo geral, de modo a simular uma situagio real:

e 0 né 1 possui uma varidvel local designada key cujo valor determina se a primeira engre-
nagem ird rodar no sentido hordrio (-1) ou anti-hordrio (1);
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{01} {1,2} {23} {03}

oy {1} {2} {3}

Figura 7: Subconjuntos P-fechados de 2E1, para o problema das engrenagens.

e 0 né 1 é interpretado como o comando, enviando mensagens que o né 2 ird interpretar e
executar uma rotagdo no sentido correto (contrério);

» os valores das componentes de cada né s6 podem ser alterados de 1 unidade de cada vez;
por exemplo, embora P15({0}) = {7,0,3,4}, o né 2 nio poderd nunca alterar o valor de
sua componente de ( para 4.

e as fungdes INC(z,n) e DEC(z,n) retornam o valor de z incrementado ou decrementado de
1 unidade, no anel de n elementos.

4 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Utilizando as técnicas apresentadas, exibimos uma derivagio formal de estruturas distribuidas
para problemas simples como a exclusio mitua e a sincronizagao de engrenagens. Utilizando
uma rede com dois nds, outros problemas estabelecidos através de um predicado sobre uma
estrutura distribuida podem ser desenvolvidos de maneira andloga, como por exemplo, o pro-
blema dos leitores e escritores. A representagao derivada apresenta sempre uma caracteristica
importante: uma restrigdo ao territério de possiveis transi¢oes de um né sé ocorre com o intuito
de permitir uma possivel expansdo para o territério do outro né.

A generalizagdo natural da teoria é a utilizagdo de uma rede com n nés. Esse estudo estd
sendo conduzido, com a utilizagdo de um grafo aciclico cobrindo toda a rede. Outra aplicagdo da
teoria é a derivagdo de protocolos simples para problemas envolvendo um meio de comunicagio
onde as mensagens podem ser perdidas ou duplicadas, mas a ordem de envio é preservada. Um
dos resultados dessa aplicagido compreende a derivagio formal do protocolo do Alternating Bit
([Schwartz e Melliar-Smith, 1982]), e constitui um trabalho de dissertagdo de mestrado em fase
de conclusio.
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