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RESUMO

Dado um grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas, apresentamos uma
implementagio simples em uma CREW PRAM de algoritmos paralelos para
computagao da arvore geradora e dos componentes conexos de um grafo. Os
algoritmos sio executados em tempo paralelo O(log?n) com ey Processa-

dores. Caso o grafo esteja numerado de forma adequada os algoritmos sao
Stimos e sdo executados em tempo paralelo O(log n) com o processadores.

ABSTRACT

Given a graph G = (V, E) with n vertices and m edges, we present a
simple implementation in a CREW PRAM of parallel algorithms for finding
a spanning tree and the connected components of a graph. The algorithms
require O(log” n) parallel time with fogn Processors. If the graph is properly
labeled the algorithms are optimal and require O(logn) parallel time with
% processors.
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1 Introdugao

A computagdo de uma arvore geradora e dos componentes conexos de um
grafo sdo problemas basicos em teoria dos grafos e existe uma quantidade
consideravel de pesquisa no projeto de algoritmos para esses problemas. Os
algoritmos sequenciais usam busca em profundidade ou em largura para resol-
ver eficientemente esses problemas. Os algoritmos paralelos existentes para a
computagio de uma arvore geradora e dos componentes conexos de um grafo
evitam esses procedimentos, visto que ndo sdo conhecidos algoritmos para-
lelos eficientes para busca em profundidade e em largura. Esses algoritmos
utilizam a abordagem proposta por Hirschberg et al. [10], onde supervértices
do grafo sdo continuamente combinados em supervértices maiores. Esta abor-
dagem foi implementada para uma EREW PRAM [13,12], CREW PRAM
[10,4] e CRCW PRAM [1,5,14]. Para um grafo G = (V, E), os algoritmos
mais eficientes admitem uma imElenta.gio em uma CRCW PRAM em tempo
paralelo O(logn) com 2 "'"'l:‘: ™)) processadores, onde n é o niimero de
vértices, m o nimero de arestas e a(m,n) é fun¢do inversa de Ackermann
(cf. [11]).

Um esteio [2,3] € uma floresta geradora especial para um grafo bipartido
G. Apresentamos algoritmos paralelos que utilizam um esteio para computar
a arvore geradora e os componentes conexos de um dado grafo G = (V, E).
Estes algoritmos tem como entrada um grafo bipartido. No caso de termos
um grafo geral, fazemos uma subdivisio de cada uma das arestas do grafo
para que o grafo fique bipartido. As implementagdes utilizam uma CREW
PRAM [11]. Os algoritmos sdo executados em tempo paralelo O(log? n) com
Togn Processadores, e sdo de simples implementagio visto que sdo baseados em
operagdes padrdes em uma lista, tais como ordenagio, compressio e partigio,
que sdo descritas em [6,7,8,11].

Se o grafo de entrada estiver rotulado de forma conveniente, os algoritmos
sao 6timos e podem ser executados em tempo paralelo O(log n) com 2~ pro-
cessadores. Para a classe dos st-grafos planares e grafos série-paralelo, essa
rotulagido pode ser facilmente obtida em tempo O(logn) com foe5 Processa-
dores.

Na préxima segio apresentaremos as definigdes utilizadas. A descri¢io
preliminar, detalhes de implementagio e exemplos sdo descritos nas secdes
seguintes.



2 Notagao e Terminologia

O modelo de computagdo paralela que utilizaremos é a maquina de acesso
aleatdrio paralelo (PRAM) [11,7]. Neste modelo de meméria compartilhada,
em uma unidade de tempo cada processador pode ler uma unidade de in-
formacao, escrevé-la, ou executar uma operagao aritmética elementar ou uma
operagao logica sobre operandos localizados em enderegos de memoéria quais-
quer. O modelo PRAM possui diversas variagdes que diferem na forma de
resolver os conflitos de escrita e leitura simultineas a uma mesma posicio de
meméria por processadores diferentes.

Utilizaremos um modelo PRAM denominado CREW PRAM (Concur-
rent-Read Exclusive-Write), esse modelo permite que diversos processadores
efetuem a leitura simultaneamente em um mesmo enderego de memdria. O
comportamento do programa que viola essas restrigées é indefinido. Por um
longo tempo este parece ter sido o tnico tipo de PRAM usado.

Os algoritmos que vamos apresentar pertencem & classe NC' (Nick Pip-
penger's Class) Os problemas pertencentes a essa classe possuem algoritmos
deterministicos que sdo executados em um tempo polilogaritmico usando
um mimero polinomial de processadores. Os problemas da classe NC sao
altamente paralelizaveis, e consideraremos essa classe como sendo a dos al-
goritmos paralelos eficientes.

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas.

Um st-grafo planar G é um grafo orientado aciclico com exatamente um
vértice fonte s e exatamente um vértice sumidouro ¢, que admite uma repre-
sentacio plana tal que s e t estio na fronteira da face externa.

Seja um grafo G. Dizemos que duas arestas e; = (u,w) e ez = (w,v) de
G estdo em série se o vértice comum as arestas w tem grau 2. Duas arestas
e, e ey estio em paralelo se elas possuem o mesmo conjunto de vértices
finais. Definimos uma composigdo em série de uma aresta e = (u,v) como
a substituicao de e por duas arestas em série, i.e., por (u,w) e (w,v), onde
w € um novo vértice. Definimos uma composigio em paralelo de uma aresta
e = (u,v) como a substituicdo de e por duas arestas e, e e; que possuam
u e v como vértices finais. Uma redugdo em série de duas arestas em série
€1 = (u,w) e e; = (w,v) é a substituigdo de e; e e; por uma nova aresta
e = (u,v). Uma redugdo em paralelo de duas arestas paralelas e; = (u,v) e
e, é a substituicdo de €, e e; por uma nova aresta e = (u,v).

Sejam s e t dois vértices de G. Se G pode ser obtido por uma seqiiéncia
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de composigdes em série e em paralelo a partir de uma aresta (s,t), G é
denominado um grafo série paralelo dois terminal (SPDT) com respeito a s
e t. Da mesma forma, G é um grafo SPDT com respeito a s e ¢ se G pode ser
reduzido a uma tnica aresta (s,t) por uma seqiiéncia de redugdes em série
e em paralelo. Um grafo G é um grafo série-paralelo (SP) se existem dois
vérices s e t tal que G é um grafo SPDT com respeito a s e {.

As arestas de um grafo SP podem ser orientadas, bastando para isso
orientar inicialmente (s,t), e quando nas composigbes, manter a orientagao.
O grafo orientado obtido é aciclico [9]. ‘

Seja H = (V4, Va, E) um grafo bipartido. Se v é um vértice de um subgrafo
H' de H, entao dy«(v) denota o grau de v em H’. Consideremos os vértices
de V; ordenados em ordem nio crescente com relagdo a seus graus (em H) e
rotulados uy, - -+, upy). Seja {v1,- -+, vy} 0s vértices de V.

Definimos um esteio S em Vi como uma floresta geradora de H tal que
cada v; € V; é incidente em S com exatamente uma aresta de E, e (uj,v;) é
uma aresta de S implica que (uk, v;) ndo é uma aresta de H, para qualquer
ug € W, k< J

Para um esteio em V3, as regras para os conjuntos V) e Vj, na definigio
acima sdo trocadas.

Um vértice u € V; é denominado zero diferengaem S se dp(u)—dgs(u) = 0.

3 Algoritmo para Determinacio de uma Ar-
vore Geradora

Nesta segdo descrevemos um algoritmo para computagio de uma arvore gera-
dora de um grafo bipartido que € implementado em tempo paralelo O(log?n)
com g processadores em uma CREW PRAM. Caso o grafo esteja rotulado
tal que todo vértice v; € V tem um adjacente v; tal que j > i (j < i),
o algoritmo ¢ 6timo e pode ser executado em tempo paralelo O(log n) com
iogn em uma CREW PRAM. Os grafos st-planares e série-paralelo podem
ser facilmente rotulados dessa forma em tempo paralelo O(logn) com e
processadores em uma CREW PRAM. Usamos o exemplo da Figura 3.1 para
ilustrar os passos do algoritmo.
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1 1’
2 2
3 3
4 4
5 5’

6

Vi ={1,2,3,4,5}, 5 = {1, 2,3, 45,6}
E = {(1, 1')(1, 2)(1,3)(2, 2)(2, 4)(3, ') (4, 5')(4, 6')(5, 4')(5,5')}

Figura 3.1: Grafo H = (W, V5, E)

3.1 Descrigao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Arvore Geradora

1. Computar uma floresta geradora para H = (V}, V4, E), obtida com a
determinagdao de um esteio S em H e com a adigio de uma aresta
arbitraria de H — S a todos vértices nio zero diferenga de S.

2. Computar um novo grafo bipartido H; = (V{, V], E’) para representar
as conexdes existentes entre as diferentes arvores da floresta geradora.

3. Aplicar os passos 1 e 2 até que o nimero de vértices zero diferencga seja
igual a um.

3.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta secao apresentamos o algoritmo para determinacio de uma arvore
geradora em detalhes juntamente com um exemplo. Os vetores EDGE,
EDGE', BEDGE e SPTREE contém m elementos, cada elemento é uma
aresta representada por (vérticel,vértice2).
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Vamos agora descrever o algoritmo. A entrada é o grafo bipartido H = l
(V4,Va, E). A lista de arestas E é armazenada em EDGE. Para o nosso
exemplo o vetor EDGE é

I(l, 1)(1,2')(1,3")(2,27)(2,4')(3,1")(4,5")(4,6')(5,4')(5,5") |

Passo 1

Neste passo utilizando um esteio S em V}, determinamos uma floresta
geradora de H. Para a obtengdo dos vértices zero diferenca e nao zero dife-
renca do esteio S, determinamos os graus de cada um dos vértices em V] e
armazenamos em Dpy. Para o nosso exemplo Dy é

(3722 la2’ 2)

Agora determinamos o esteio S em V;. Inicialmente efetuamos uma cépia
de EDGE em EDGE'.

EDGE' — EDGE
Efetuamos uma ordenacdo em EDGE’ da seguinte formas: Dadas duas

arestas (i,7) e (k,!) entdo (3,7) < (k,!) quando j < lou ((j =1) e (z < k)).
O vetor EDGE’ fica

(1, 1)(3, 1)(1, 2)(2, 2)(1,8)(2, 4')(5,4') (4, 5')(5,5") (4, 6')

Agora comprimimos EDGE' a fim de que nenhum vértice de V; aparega
mais de uma vez em EDGE'. O vetor EDGE' representa S e para o nosso
exemplo fica

L1, 1)(1,2)(L, 3)(2,4)(4,5')(4, 6') |

Cada uma das sublistas de EDGE'’ formadas pelas arestas (u,v),u =
u; forma uma 4rvore. Rotulamos cada uma dessas irvores por EDGE, .
Vamos agora determinar quais vértices de V; sio zero diferenga. Para isso,
determinamos em paralelo o grau de cada um dos vértices de V; em EDGE’
e armazenamos em Dg. Para o nosso exemplo



(3,1,0,2,0,0)
Logo, os vértices zero diferenga sao

{1,4}

e os nao zero diferenga sao
{2,3,5}

Agora adicionamos uma aresta arbitraria pertencente a EDGE—S a cada
um dos vértices ndo zero diferenca ao vetor EDGE'. Para o nosso exemplo
EDGE' fica

[ 21,392, 2)(2.4)3,1)(4,5)(3,6)(5.4)]

Essas arestas adicionadas, conectam as diferentes drvores EDGE;, da
floresta geradora obtida em S em um nova floresta geradora. Para os vértices
nao zero diferenca u; € Vj, as arvores B DGE:“1 estdo agora conectadas a
alguma drvore EDGE;, onde u; é um vértice zero diferenca.

O Passo 1 pode ser executado, com a utilizagio da técnica do posto étimo
de Cole e Vishkin [5] e o algoritmo de ordenacio inteira [8], em tempo paralelo
O(logn) com fogn Processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

Neste passo construimos um novo grafo bipartide H, = (W, V), E"). O
grafo H, representa as conexdes existentes entre as diferentes arvores da flo-
resta geradora representada em EDGE'. O grafo H, é formado pelas arestas
(uj,v) € EDGE — S tal que (u;,v) conecte diferentes arvores EDGE, , onde
u; € um vértice zero diferenga.

Vamos agora determinar a quais irvores EDGE; , u; um vértice zero
diferenca, as arvores EDGE, , u; um vértice nio zero diferenga, estdo co-
nectadas. Como demonstraremos posteriormente, a aresta (u;,v) adicionada
apds o esteio pode conectar diretamente as arvores, ou fazer parte de um
caminho que conecta as arvores.

Para o nosso exemplo, as arestas (u,v) tal que u = 2,3 e 5 estdo conec-
tadas a drvore EDGE].

Vamos agora determinar a que arvores EDGE,,, u; um vértice zero di-
ferenca, as arestas e € EDGE — S pertencem. Para o nosso exemplo, as
arestas
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(2,2')(3,1)(5,4")
estdo conectadas a drvore EDGE] e a aresta
(5,5

esta conectada a arvore EDGE].

Vamos agora construir o grafo bipartido Ay = (V{, V4, E'). H; é formado
pelas arestas que conectam diferentes arvores em EDGE'. Logo E' é formado
pelas arestas (u;,v;) e (u;,vx), u; um vértice ndo zero diferenga, tal que essas
arestas conectem diferentes arvores. Os conjuntos V{ e V, sdo formados
pelos vértice pertencentes as arestas descritas acima. A lista das arestas E'
€ armazenada no vetor BEDGE. Para o nosso exemplo BEDGE é

(5,4)(5,5)

O passo 2 pode ser executado, com a utilizagdo da técnica do posto 6timo
de Cole e Vishkin 5], em tempo paralelo O(log n) com fos Processadores em

uma CREW PRAM.

Passo 3
Neste passo aplicamos os passos 1 e 2 até que o niimero de vértices zero

diferenga (numzerodif) seja igual a 1. Isso pode ser efetuado da seguinte
maneira.

repita
SPTREE — SPTREE + EDGE'
EDGE — BEDGE

ate |numzerodif| =1

Apbs isso, retiramos as arestas duplicadas em SPTREE.

Como veremos, o niimero de vértices zero diferenga ao final do Passo
2, é pelo menos dividido por dois a cada iteracio. Portanto no Passo 3, o
aigeritmo executa no maximo [log n] iteragdes.
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Figura 4.2: Grafos G = (V,E) e H = (V,V', E')

4 Grafos Nao Orientados

Para grafos ndo orientados usamos o mesmo algoritmo, efetuando o seguinte
passo adicional. Realizamos a subdivisao de cada aresta, e com isso coloca-
mos um vértice adicional em cada aresta. Com isso, o grafo ndo orientado
resultante € um grafo bipartido. Podemos considerar apenas uma das ares-
tas (u,v) ou (v,u), v € V', visto que com a subdivisdo, todos os vértices
adicionados serdo considerados no conjunto de vértices V',

Dessa forma, dado um grafo nado orientado G = (V, E), substituimos as
arestas (i,j) € E por duas arestas (i,k) e (k,7), k € V. O grafo obtido
H = (V,V',E’) é um grafo bipartido. Logo podemos aplicar o algoritmo da
segao 2 para obter wmna arvore geradora para H.

llustramos os passos principais do algoritmo com relagio ao grafo da
Figura 4.2.

1(1,2)(1,3)(1, 4)(2,1)(2,3)(2,4)(3,1)(3, 2)(3,5)(4, 1)(4, 2)(4,5)(5,3)(5,4) |
(1,1)(1,2)(1,4)(2,1')(2,3)(2, 7')(3,3)
(3,4')(3,6)(4,2')(4,5)(4,7')(5,5')(5,6")

Aplicamos o algoritmo em H e obtemos uma arvore geradora. Ao final
do algoritmo SPTREE armazena a arvore geradora de H. Vamos agora
computar a arvore geradora de G = (V, E). Isso pode ser feito através da
computagao do grau de cada um dos vértices v; € V'. Seja SPTREE' as
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arestas de SPTREE tal que grau(v;) = 2. Temos que SPTREE' é uma
arvore geradora de G. Para o nosso exemplo, temos que SPTREE é

[(1.1)(1,2)(1,4)(2, 1)(2,83)(2, 7)(3.3)(3, 6/)(4, 2)(4,5)(5.5)|
e SPTREE' é

[(1,2)(1,4)(2,3)(4,5) |

5 Componentes Conexos

Nesta segao descreveremos brevemente como o algoritmo para a computagdo
de uma arvore geradora pode ser aplicado para determinar os componentes
conexos de um grafo e os componentes fracamente conexos de um grafo orien-
tado. Estes problemas podem ser resolvidos em tempo paralelo O(log®n)
com 2 processadores e em tempo paralelo O(logn) com foey Processadores
quando os vértices do grafo estiverem convenientemente rotulados.

O algoritmo para determina¢io de uma arvore geradora conecta a cada
iteragdo as arvores EDGE;,. Ao final do algoritmo, representamos cada
arvore com o menor vértice. Cada um dos diferentes vértices representa um
componente conexo do grafo.

Os componentes fracamente conexos do grafo orientado podem ser obti-
dos com a desconsideragido das orientagdes das arestas e com a remogao das
arestas duplicadas.

6 Uma Simplificagao do Algoritmo

O algoritmo para computagdo de uma arvore geradora para um grafo G =
(V, E) pode ser bastante simplificado. Essa simplificagio é no sentido de
evitar as ordenagdes que sao efetudas nos passos do algoritmo.

Ao computarmos o esteio no grafo bipartido H = (W}, V4, E), nao neces-
sitamos ordenar os vértices. Podemos selecionar para cada uma das arestas
saindo dos vértices v € V;, a aresta que chegue ao vértice de maior grau de V.
Ao escolhermos os vértices de maior grau para selecionar as arestas, estamos
apenas diminuindo o nimero de iteragdes necessarias para a computagio de
uma arvore geradora.



7 Certificagao e Analise

Lema 7.1 Seja A o conjunto das arestas que foram adicionadas aos vértices
ndo zero diferenga uj, EDGE' = SUA e EDGE), a sublista das arestas
(u,v) € EDGE' tal que u = u;. Entdo a aresta e € ANEDGE;, conecta
a drvore EDGE, com a drvore EDGE,,, u; um vértice zero diferenga ou
eziste um caminho (uj,vi), -+, (v, w) ligando EDGE; a EDGE, .

Demonstragao: Utilizagdo de duplicagao recursiva. O

Lema 7.2 Seja H = (V,Va, E) um grafo bipartido conezo e S um esteio em
Vi. Seja H' = (W, Vo, Ey) o grafo obtido de H adicionando precisamente a
S uma aresta de E — S incidente a cada vértice ndo zero diferenga de V;.
Entdo H' € aciclico. Além disso, se V| contém exatamente k vértices zero
diferenca entdo H' € uma floresta geradora de H com k drvores.

Demonstragao: S é essencialmente uma colegdo de estrelas cujos centros
sao vértices em V. Adicionando precisamente uma aresta de £ — S incidente
a cada vértice nao zero diferenca de V;, cada estrela cujo centro é um vértice
ndo zero diferenga v; sera conectada com no maximo uma estrela distinta
cujo centro é v;. Entao H' é aciclico.

Utilizando o lema aciina, todas estrelas cujo centro é um vértice nio
zero diferenca estarido conectadas por uma aresta ou por um caminho a uma
estrela cujo centro € um vértice zero diferenga. Logo para cada um dos k
vértices zero diferenca teremos uma arvore.0

Teorema 7.1 Seja H, = (V{, V3, E') um grafo bipartido representando as
conezoes existentes entre as diferentes drvores da floresta geradora obtida ao

final do passe 2. O nimero de vértices zero diferenga de H, é no mdzimo
i
2]

Demonstragao: Temos que o esteio seleciona uma tnica aresta saindo de
v; € VJ, esta aresta conecta v; a um vértice u; € V4, tal que o grau de u;
é o maior entre os vértices que estio conectados a v;. Logo o grau de um
vértice u; € V{ zero diferenca € pelo menos dois, e o niimero de vértices zero
diferenga é no maximo [%ﬂ] .0

Portanto, no Passo 3, o algoritmo itera no maximo O(logn) vezes no pior
caso.
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Teorema 7.2 O algoritmo determina uma drvore geradora para um grafo

em tempo paralelo O(log” n) com lo':“ processadores em uma CREW PRAM.

Vamos agora demonstrar os resultados, que sao obtidos caso o grafo esteja
convenientemente rotulado.

Lema 7.3 Seja G = (V, E) um grafo tal que os vértices de G estdo rotulados
de acordo com uma das duas condigées: (i) para todo 1 < v; < n, v; tem um
adjacente v; tal que j < i; (i) para todo 1 < v; < n, v; tem um adjacente
v; tal que j > i. Enido o grafo bipartido H possui apenas um vértice zero
diferenga.

Demonstragdo: Vamos considerar o caso (i), o (i7) pode ser demonstrado
de forma analoga. Na computagio de um esteio para o grafo bipartido obtido
de G, para cada um dos vértices obtidos com a subdivisdo, selecionamos as
arestas incidentes com os vértices de maior rétulo. Logo as arestas que saem
do vértice de maior rétulo vy sao selecionadas. Em funciao de que para todo
vértice v; # v tem pelo menos um vértice adjacente v;, j > i, pelo menos
uma aresta saindo de v; que ndo sera selecionada. Logo, apenas o vértice vy
sera um vértice zero diferenga.O0

Portando, nesse caso em uma tnica iteragao o algoritmo computa uma
arvore geradora.

Teorema 7.3 Se os vértices do grafo G estiverem rotulados de acordo com o
lema anterior, o algoritmo computa uma drvore geradora em tempo paralelo
O(logn) com - processadores em uma CREW PRAM.

logn

Teorema 7.4 Seja G = (V, E) um grafo e uma orientagdo aciclica de G. Se
o grafo orientado resultante da orientagdo contiver ezatamente uma fonte ou
exatamente um sumidouro entdo o algoritmo computa uma drvore geradora

de G em tempo paralelo O(logn) com fogn Processadores em uma CREW
PRAM.

Demonstragdo: Vamos considerar o caso de obtermos uma orientagiao com
apenas uma fonte. Podemos efetuar uma ordenagio dos vértices de acordo
com a orientagao e rotular os vértices de acordo com a ordenagio resultante.
Logo para todo vértice 1 < v; < n, v; tem um adjacente v; tal que j < i.
Isso faz com que o algoritmo computa uma drvore geradora de G em tempo
paralelo O(logn) com =-.0

logn®




Teorema 7.5 Seja G = (V, E) um grafo st-planar, entdo o algoritmo com-
puta uma drvore geradora para G em tempo paralelo O(logn) com foen PTO-
cessadores em uma CREW PRAM.

Teorema 7.6 Seja G = (V, E) um grafo série paralelo, entdo o algoritmo
computa uma drvore geradora para G em tempo paralelo O(logn) com T
processadores em uma CREW PRAM.

8 Conclusoes

Utilizando esteio, apresentamos algoritmos paralelos de simples implementa-
Gao para a computagio de uma arvore geradora e dos componentes conexos
de um grafo. As implementagdes utilizam uma CREW PRAM. Os algoritmos
sdo executados em tempo paralelo O(log®n) com Io?n processadores. Se o
grafo de entrada estiver rotulado convenientemente os algoritmos sio 6timos
e podem ser executados em tempo paralelo O(logn) com = processadores.
Para a classe dos st-grafos planares e grafos série-pam!eﬁ;, essa rotulagio
pode ser facilmente obtida em tempo O(logn) com jae processadores.

Acreditamos que outras classes de grafos possuem algoritmos paralelos
otimos. Para isso, os vértices do grafo necessitam ser convenientemente ro-
tulados, ou que possuam uma orientagio com uma unica fonte ou com um
unico sumidouro, e que a rotulagao ou a orientagio possam ser efetuadas em
tempo paralelo menor que O(log® n) em uma CREW PRAM.
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