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Em sistemas multiprocessadores MIMO de memória distribuída, processadores são ligados por 
uma rede de interconexão pont.o-a-ponLo, usualmente modelada por mn grafo onde processadores 
são vértices do grafo e canais de comunica<;ào são as arestas. Como comunica<;ão inter-processador 
constitui·&! frequentemente em sérios gargalos, diversas arquitetu ras foram propostas que adici
onam à topologia ponto-a-ponto um sistema de barramentos múltiplos. Neste a rtigo mostramos 
o interesse de a rqui teturas paralelas onde comunica<;ões se realizam somente por l>arramentos. 
Vamos in t roduzir o hipcranel c hipcrtoro, que são as versões baseadas em l>arramcntos das cor
respondentes redes ponto-a-ponto. Mostramos como usar conceitos de hipcrgrafos para modelar 
a comunicação entre processadores em tais redes de interconexão e damos algoriLmos efi cientes 
pa ra as operações de difusão ( broadcasl) c troca completa ( go>>'l""g). Desenvolvemos uma nova 
ferramenta chamada smtylificaçào. A idéia é construir uno grafo. chamada g•·afo smtpltficado, da 
topologia original de hipergrafo, de tal modo que ficará fácil descrever e realizar esquemas de co· 
munica<;ão, uma vez que o conceito de simplificação nos permitirá utilizar algoritmos conhecidos 
para redes usuais, sem barramentos. 

Abs tl'act 

In mosl distributed memory MIMO multiprocessors, processors a re connected by a point· 
to-point interconnection network , usua lly modeled by a graph where processors are nodes and 
communication links are edges. Since interprocessor communication frequently constitutes serious 
bottlenecks, severa! architectures were proposed that enhance pointAo-point topologies with the 
help of multiple bus systems. In this paper we demonstrate thc intcrcst of parallel architectures 
where the communication means are constitutcd soltly by busses. Wc introd uce the ltyp<ryJallt and 
lhe hyp<~·grtd architectures, which a re the bus-based versions of thc wellused point-to-pointlinear 
and grid in terconncction networks. We show how to use hypergraph concepts in order to modcl 
inter-processor communication in such networks and we give cfficicnt algorithms for l>roadcast 
and gossiping. We devcloped a new tool called simplificalton. T he idea is to construct a graph , 
to be called r<preseu/allv< graph, from the original hypcr-topology, so that it will become easy to 
describe and perform communication schemes, because the s implification concept also a llows us 
to partially use some already knowt~ communication algorithms for usual networks. 
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1 Introdução 

Em mui tos sistemas de mui ti processadores MIM D de memória distribuída, processadores são ligados 
por uma rede de interconexão ponto-a-ponto, modelado usualmente por um grafo onde process:.do
res são vértices c canais de com unicação são arestas. Em tais arquiteturas, a comunicação inter
processador constitui-se frequentemente em um sério gargalo. A fim de contornar este problema, 
diversas arquiteturas fazem uso de um sistema de barramentos múltiplos [14, 15, 16]- Tais arquitetu
ras podem ser modeladas por um hipergrafo [3], em que uma hiperaresta é um conjunto de vértices. 
Cada barramento da rede é portanto representado por uma hiperaresta. 

Em [12, 17], uma rede de interconexão com barramentos múltiplos é considerada onde cada 
processador é ligado a um grupo de seus vizinhos próximos com alguns processadores pertencendo 
ao mesmo tempo a mais de um barramento. Redes desse tipo com conectividade sobreposta são 
particularmente interessantes por várias razões. Primeiro um sistema multiprocessador com um 
grande número de processadores não pode ser provid'l de conectividade completa. Além disso, a 
arquitetura de barramento múltiplo tem a desejável característica de poder expandir facilmente. 
Enquanto que uma arquitetura do tipo "crossbar" necessita de um número quadrático de chaves, 
um sistema de barramentos múltiplos de P processadores e B barramentos precisam de apenas BP 
chaves, embora com conectividade reduzida. Em [17] é apresentado um projeto englobando um 
processador, s ita memória local e as chaves do barramento. 

Neste artigo generalizainos as redes de interconexão como a nel c toro, com o acréscimo de bar
ramentos. Chamaremos tais redes incrementadas de hipcranel e hipertoro. Mostraremos como usar 
conceitos de hi1>ergraJos para modelar a comunicação entre processadores em tais redes de inter
conexão c damos algori tmos eficientes para as operações de difusão ( broadcast) e troca com pleta 
(gossiping). 

2 Trabalhos anteriores 

Como já mencionado antes, Wilkinson [17], Jiang e Smith [ 12] considera m redes de interconexão 
com barramentos múltiplos com conectividade sobreposta. Muitos outros trabalhos concentram em 
grades de dimensão tl com acrésci mo de barrame ntos. Dokhari [8] e Aggarwal [1] consideram o uso de 
um barramento global, ao qual todos os processadores são ligados. O primeiro usa um só barramento 
global e o segundo autor estende o trabal ho para k barramentos globais. Bar-Noy e Peleg [2] e 
Stout [16] consideram grades com barramentos nas linhas e colunas. Meyer auf der Heide e Pham 
[14] investigam grades com o uso de uma árvore de barramentos para a computação de operações 
associativas. Olariu, Schwing c Zhang [15] consideram grades bi-dimensionais com um barra.n1ento 
reconfiguráveL Dhuyan e Agrawal [7] apresentam uma generalização da rede de interconexão do 
hipercubo. 

3 Modelos 

3.1 Topologias 

Definimos um gr~fo por C:( 1: _ E). ond~ I ' é 11111 conjunto de vértice:. { o1 ••• _,v,.} e E é um conjunto 
de arestas {r 1 ••••• r ,., }. onde r~da aresla (,E \! x V. Definimos um hipergrafo por !I( I', E), onde 
\1 é um conjunto d~ vérl kes { ••1 •... _v,. } e E é um conjunto de hiperarcstas { e1 , ... _e .. ) onde cada 
hipcrarcsta e, ç , . I u .. e~:: = v- Note qoe Ulll hipcrgrafo Ç( V, E ) onde cada aresta e E E tem 
cardinalidade 2 é um g rafo. Todo g raro G( \1, E) onde UeeE = \1 é um hipergrafo. 

Dado um hipcrgrafo 9. denotaremos por D(9) o seu diâmetro. Usaremos as seguintes definições. 
Tmnsmissào: envio de uma mensagem de um vértice a um ou mais dos seus vértices adjacentes. 
Ciclo ou Passo: conjunto quaiC)UCr de transmissões s imul tâneas. 
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Em todo o trabalho, por uma questão de uniformidade trabal haremos apenas cotn grafos e hiper
grafos, utilizando as analogias processador-vértice, canal-aresta. c barramcnto-hipera.rcsta.. É interes
sante notar que com as defi nições de ciclo e t ransmissão dadas, este texto se adapta a modelagem de 
uma rede de interconexão de processadores no modelo constante (li]. 

3 .1.1 Hipe rcaminhos e H iperanéis 

Topologia: Um camin ho de tamanho n é definido por P .. (V, E) onde: 

V= {O, ... ,n-1} 
e E E - e= { Vt , v2} I Vt = ( u2 - I) 

Generalização: Definimos o hipercamin ho Pn,m(V, E) de tamanho 11 e ordem m, por: 

V= {O, ... ,nm- 1} 
e E E - e = { V t , ... , Vm, v~ , ... , v:n} 

{ 

v, = v1 mod n 
onde v: = v~ mod n 

v, = (v: - I) 

Figura 1: Hipcrcaminho de tamanho 6 c ordem 2 (P6•2 ). 

Topologia: Um anel de tamanho n é definido por R,.( V, E) onde: 

V={O, ... ,II- 1} 
e E E - e = {v., v2} I Vt = ( v2 - I ) mod n 

Definimos o hiperanel n ..... (V, E), de tamanho 11 c ordem m , por: 

V = {O, ... ,IIIll - 1} 
e E E - e = {v, , ... , Vm, v~ , .... v:n } 

l v;= v1 mod 11 

onde v: = u; mod 11 

u, = ( u: - I ) mod 11 

3.1.2 d-hiperg rades e d- hiperto ros 

Vamos propor duas alternativas para a generalização da grade e do toro. Uma seguindo a idéi' das 
generalizações do caminho e anel , isto é, defini ndo uma noção de "altu ra." (ordem) no hipe rgrafo 
generalizado. Usando esta idéia , defi nimos uma p-hipcrgrade de ordem d por Ç~1 x ... x ... ! V, E) onde: 
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o 

Figura 2: lli pcranel de tamanho 5 c ordem 3 (ns.J)· 

v= {(llt ... , l p, lp+l) I o ~ I)< "'J• 1 ~ j ~ ]J,O ~ lp+l < ti} 
e E E <I;} e= {v1 , .... v,,v; .... ,ud} 

{ 

(v;-v1 )k=(vi- v; )k = O,I~k~IJ 
onde (v,)p+ l = (v:)1,+1 =i- 1 onde( ... ),=< .. . ,e,> (produto cartesiano) 

3!/.· tal q ue (vi),,= (v;),., h "f k e I (v, - v;)k I= 1 

Figura 3: 2- lli pcrgrade OJxJ· 

Uma outra rorma. scguiudo a dcli uição da grade, é defi nir a hipergrade como o produ to de 
hipcrcamiu hos. Pant isso defin imo> o produ to de dois hipergra ros. 

tiCJi~ vérl icc ... (a.b) t (r. ti) ...rio tu/jtlf'tll/( .' fiU ~~ M t ... tj ·'': 

/ . a=(' t b.tJ . .,.fitJ tttljn r f'lllf,, fiU Çl· ()ti 

2. b = ti t a. c Mio ut/junn/1 .... tm 0 1 
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Esta definição pode ser estendida facilmente pa ra o produto de d hipcrgrafos. Desta forma definimos 
um d-hipergrade por Çd = 'P~, ,m, X • •• X 'P~•·"'• onde 'P~,m, são hipercamin hos. (Ver Figura 4.) 

Para a definição do d-hipertoro também temos duas possibilidades. No texto optamos por produto 
de hiperanéis. Definimos um <l·hipertoro por r• = n~ .. m, X o o o X n~ •. m. onde n~ .. m, são hiperanéis. 

~ 

Ô5 
. 

6•5 ts 4.5 7s 2.5 5•5 B5 35 

Ô2 3.2 
. . . 

62 12 42 n 22 52 82 

0:. ; . 64 14 44 74 24 54 84 

Ôt 
. . . 

3 1 61 li 41 71 21 51 81 

Ô3 :i:J Ô3 .. 3 43 73 2.3 s·3 Ô3 

00 3Õ 00 . 4.0 7o 20 sõ lO 50 - - -
Figura 4: 2-Hipergrade 92 = 'Pb x 'Pi.2 . 

3.2 Comparação com topologias em grafos 

Nesta seção faremos uma comparação entre os vários aspectos das topologias aqui definidas com 
as topologias usuais. Os aspectos abordados são: número de vértices, grau dos vértices, grau das 
hiperarestas e diâmetro. Na tabela a seguir, gr(v) e gr(e) são respectivamente o maior grau de 
vértices do grafo, e a maior cardinalidade de arestas do grafo. Temos também que Çd(lf , E) = 
'P~ •. m, X o o o X 'P~ •.•••• e r•cv. E)= n~ .. m, X o o o X n~ •. ,. •. 

Topologia número de vértices gr(v) gr(e) diâmetro 
Pn(V,E) li 2 2 n-1 
Rn(V,E) ll 2 2 l1J 
Gn1 , .. .,nd llt o o o lld 2d 2 Lf=t(n,- I} 
Tn1, ... ,n4 111 o o .11. 2d 2 L:~=tHT J> 
'Pn,m(V,E) nm 2 2m n- 1 
nn,m(V,E) nm 2 2m l!! J 
9"(V, E) n~=l(m,n, } 2d ma.x~= 1 (m,) 

d 2 
Lo=l(n,- I ) 

T<i(V,E) n 1=t(m,n,) 2<1 max~=t ( m,) L:~=t! l 7 J l 

Desta forma vemos que, por exemplo, uma topologia com n vértices na forma de anel tem diâmetro 
l ~ J. Enquanto que uma topologia com n vértices na forma de h i peranel (com h i per arestas de tamanho 
m, supondo (n mod m) =O) tem diâmetro m vezes menor ( l 2:',.J ). 

3.3 Modelos de Comunicação 

Dado um grafo G(ll, E), seguindo uma notação semelhante a [11], existe um lllodelo de comunicação 
para as arestas, e outro para os vértices. Em relação as arestas, quando darlos podem ser transmi-
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tidos em apenas um sentido em cada ciclo, ternos o modelo unidirecional (lwlf-duplex, H ). No caso 
em que as informações podem trafegar nos dois sentidos simultàneamente temos o modelo bidire
cional (fu/1-duJJiex, F). Se um vértice pode utilizar (enviar/receber) apenas uma das suas a restas 
simultâneamcnte temos o modelo l-porta , caso possa. usar k arestas temos o modelo k-portas. Se um 
vértice pode utiliza r todas as suas arestas em um mesmo ciclo temos o modelo •-porta. Usaremos a 
nota~ão Ek onde E é o modelo da aresta c k é o modelo do vértice ( e.g. Fk bidirecional k-portas, 
// 1 unidireciona.l , l -porta). 

Definiremos agora o nosso modelo de comunicação para hipergrafos. Usaremos o mesmo modelo 
usado no grafo 11ara os vértices, se um vértice pode utilizar simultâneamcnte (enviar/ receber ) apenas 
uma de suas hipcrarestas temos o modelo l-porta., caso ppssa usar k hiperarestas, ao mesmo tempo, 
temos o modelo k-portas. Se apenas uma informação pode trafegar na hiperaresta em um ciclo 
denotaremos por 1 -port<~, se k inform;~çõcs podem trafegar ao mesmo tempo estaremos no modelo 
k-portas. Note que para o modelo suposto não faz sentido k >I e 1- Analogamente ao modelo para 
grafos temos o modelo • · porta. Usaremos a notação M •.• onde e é o modelo da hiperaresta e v é o 
modelo do vértice. 

Dado um gr;~fo C, novamente de uma forma. semelhante a [ 11], denotaremos por bs.( G) o número 
máximo de ciclos para efetuar <1 difusão ( bmatlc/lsl) no modelo Ek. Dado um hipergrafo Ç, denotare
mos por bM. ,, (Q), o núme ro máximo de ciclos para efetuar a difusão no modelo M •.•. Analogamente 
usaremos gg1 (G) c !JM •. ,(C:) para a troca completa (gossiJJÚl!J). 

Neste traba lho abordaremos a.penas os casos em que os vértices podem usat· urna. ou todas as suas 
arestas em um ciclo. c e m que as hipcrarestas são l -porta ou :.!-portas. Segue que as hiperarestas 
podem transmitir no máximo duas informações em um ciclo, e os vértices podem utilizar uma, ou 
todas as suas hipe rarcstas em um mesmo ciclo. 

3.3.1 Notações 

Dado um grafo C( V. E),"· v E \1, adjacentes, usaremos a notação u - v para denotar uma trans
missão do vértic<' 1• para o vérticl• 11 . Dado um hipergrafo Ç( 1', E). v E \/ . a E E, com v E a e dado 
N Ç o, denotamos por N ç,: 11 uma transmissão do vértice v ao conjunto de vértices N. 

4 Simplificação 

Para realizar as comunicações (difusão c troca completa) nos hipcrgrafos definidos, usaremos um 
novo conc<'ito (!U(' será de nominado simJJiificm;tio. A idéia é construir um grafo, que serà denominado 
!JI'll/o simplific111lo. a partir do hipcrgrafo, de tal forma que seja fácil descrever e realizar comunicações 
no hipergrafo. Além disso, também queremos aproveitar os algoritmos já desenvolvidos r>ara grafos 
em hipergrafos que são as suas generaliza.ções. 

A operação de si mplificação é efetuada basicamente escolhendo-se vértices no hipergrafo, denomi
nados vél'ticcs ,.ep,.csenltlllles, os quais serão os vértices do grafo simplificado. Vértices representantes 
adjacentes no hipcrgrnfo serão ndjacentes no g rafo simplificado. Cada vértice representante u corres· 
ponderá a um conjunt o bem definido N,. de vértices por el(' representados. Os de•alhes serão vistos 
a seguir. 

Trataremos " com unicaç;io no grafo da seguinte forma. A transmissão de um vértice v1 a um 
vértice a.djacent<' 1•1 , em um grafo simplificndo C, equivale a uma transmissão do vértice correspon
dente a V t no hipcrgrafo. a todos os vértices da hiperaresta que contém os vértices correspondentes 
a v1 e a u2 • Umn transmissão 11ara um vé1·tice representante no grafo simplificado, significa t rans· 
missões também I'"~"' o., st•us \'értin·s r('prcsentnclos. Isto<;. 11 - 1• no gra fo simplificado também 
acarreta .V,. ç,: I' c .v .. ç,: t' no hipcrgrafo. 

É importantt• r<•,;a lt ar qm• a opt•ração d(' simplificnção dcpencll' não só elo hipcrgrafo, mas também 
do modelo dl• comuniração adotado. Veremos agora duas das principais formas de si mplificação para 
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Figura 5: Os vertlces 113, v3, X3 são represen~an~es, os conjuntos de vert•r.es representados são: 
Nu3 = {ut ,U2,u4},N., = {v.,v2,v4},N .. 3 = {x1, x2,x.}. A ~ransmissào x3 - VJ no grafo sim
plificado implica {v., v2, v4, x., x2, x3, x4 } $: V3 no hipeq;rafo. 

os hipergrafos definidos na seção auterior. 

4.1 Simplificação para o modelo MN, (j $ i) 

Usaremos es~a simplificação nos hipergrafos de tal forma que seja fácil modelar a comunicação do 
hipergrafo no modelo M1,., (j :5 i) atra.vés do grafo simplificado no modelo H;. se j = I. ou no modelo 
F; se j=2. Os enunciados des~a seção serão u~ilizados para os seguintes modelos .\/1.1 . i\11. . e ,\h . . 
A idéia principal é a de escolher um vértice re11resentanle nas intersecções d!' hiperarcst;u, <llll' serão 
especificadas. Vejamos os casos particulues: 

o Grafo simplificado G'( I ·•, E') de um hipercaminho P .... ,.( I ·. L:.'). Elegemo~"- 1 repre;eu
tantes V' = {u1 ••••• u,._.}. com 11, E V tais que: 

{ 
u1 mod 11 = O, ou 11 1 mod 11 = I 
"•+I = u, + I. para I :5 i :5 11- 2 

Os vér~ices de G' são adjacentes se e só se os mesmos são adjacentes em P....... Desta forma 
em cada intersecção de hiperarestas teremos um vértice represent<~nle. além destes teremos um 
representante em um dos ex~remos de P ....... 

Como o hiperca.minho é um hipergrafo simétrico, no decorrN do tcxt.o suporemos, sem perda de 
generalidade, que o representante no extremo onde está o vértice de índice O é sempre escolhido. 
Logo 11' = { u1, •••• 11.,_ 1 } , com 11, E F tais que: 

{ 
u1 mod" = O 
"•+I = u, + I, para I :5 i :5 111 - I 

Faremos esta mesma suposição 11ara a simplificação da. hipergrade. 

Para cada vértice 11 E 11' definimos o conjunto de vértices re;nesentados por 11, N., = {y1 ••••• y,.,_ 1}. 
tais que: 

{ 
(y,- 11) 1110<1 11 = o 

y, :F 11. I :5 i :5 "' - I 

Cada y; E N., é chamado vértice representado por 11. Seja N 
11\( NU 11'). o conjunto de vértices sem rcpresentant~. 

Uoet·· N ., . definin1o;, H' 
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Figura 6: O grafo simplificado do hipercaminho P 5,4 tem os vértices {10, 11, 12, 13}, su
as arestas estão representadas por linhas pontilhadas. Temos também que N10={0, 5, 15}, 
N 11 = {I, 6, 16},N12 = {2. i, I i} , N13 = {3,8, 18} e W = {4, 9, 14, 19} . 

• Grafo simplificado G(\1', E') de um hiperanel n ..... (\1, E). Elegemos n vértices represen
tantes, V'= { u1 ..... u,.). Tais 11ue: 

{ 
u1 mod 11 =O 
"•+I = u, + I, onde I :::;; i :::;; 11 - I 

Os vértices de G' são adjacentes se e só se os mesmos são adjacentes em n n,m· Teremos um 
representante por inte rs<'cç;io de hi11erarcstas de n ...... Para cada 11 E \1' definimos o conjunto 
dos vértices rejlrt•>cntado, .v •. como P"ra o grafo >implilicado do hipercaminho. 

Exemplo: 

, -
1 

, 8 . . . 
• 5 
I 

\1 

Figur" i: Grafo simplificado (linhas pontilhadas} do hiperanel nJ.J. 

• Grafo simplificado de uma d-hipergrade v" = P,~, .... , x ... x P~ .... ,. . Faremo. uma 
si mplific11ç:io por tlitncusõc~. Escolhcutos primeiro os vértices reprcscntautes para o hiperca
miuho P,!, ... ,,. Sl'ja (.'1 o ><'11 grafo simplificado. com os seus vértices representantes 1/'111 = 
{u\11 ..... u~,',1_ tJ . Seja !]PI = C: 1 x P;~, ... ,, x ... x P;:., ... , •. Denominaremos os vértices de 
!]111 por vértices rejlrt•st•ulault•s tlt• primeira ordem. Escolhemos os vértices representantes para 
o hiperclltniuho P,;,,,.,,. tcrcmo:-. o gr:~fo si mplificado Gz. com os seus vértices repaesentantes 

\ "'121 = { u\11 
•.•.• ~~~~~'-• ) . Os ,·ért it"t·~ dt• !]121 = (; 1 x G'2 x P~>·"'' X ... x P~"·"'• serão denomi

nado:, \"l;rlin•:-. n•prt':-ll'lllau l t.•:-. dt• scguutla unll'IH. Fazt.•ndo o llt t.·~nto para o:-. camiuhos rt!stantc:,. 

tcrc ano~ !11"1 = (;1 ./1 = (.' 1 x ... x (.'.,. Oh><·n·•· '111<' cada(,',. I :::;; ; :::;; ti.~ um grafo. l' portanto 
(,•(d) i- 11111 J!trarn. n•;,j, C':o- IH.'c·ifit-anu•ult• 11111a d-v;nult•. Partt uuifonnicladt> el e.• uolaçilo defiuimos 
1aaulx:111 !;tu) = !ld. 

Para l'H«IH \'t~r t in• n de.• !f(Jl ddini111u~ o roujuuto N,~J) = {y!J)··· .,y~,~) 1 }. qu~ st:lo os '"ért.ict·s ,-
1'111 !/(J- Il I ai> qul': 
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onde( ... )1 =< . . . ,eJ > 

Em cada hipergrafo Ç!il,I :5 j :5 d definimos o conjunto W(J) dos vértices, em Ç(J-•l. sem 
representante, isto é, v E WIJl ~v E Ç(J-•l ,v rf. ÇIJl, c v não é representado por nenhum 
vértice em Ç!il. 

o· 
0 ,0 1,0 

Figura 8: Simplificação (dois p~sos) da 2-hipcrgradc 9 2 = PJ.J x 'Pi_1 . 

• d-hipert oro TJ = n~ •. m, X •.• X n~ •. m.· Repetiremos a idéia anterior. Na primeira dimensão 
escolhemos os vértices representantes para o hiperanel 'R~• ·'"•' e seja C 1 seu grafo simplificado. 

Denominamos os vértices de Ç(l) = C t X 'R.~,.m, X .. • X 'R~"·'"• por vértices representantes de 
primeira ordem. Seguindo a idéia anterior teremos o grafo Ç(d) = C(d) = C 1 x ... x Gd, note 

que G(d) é um d-toro. Também definimos os conjuntos de vértices representados N!'l de uma 
forma análoga. 

Note que a simplificação dos hipergrafos dados resultou em um grafo simplificado. do qual o 
hipergrafo foi generalizado. 

4.1.1 Simplificação para o modelo M2, 1 

Neste caso queremos modelar a comunicação no hipergrafo através de um grafo simplificado no 
modelo F1 , ou F •. Escolheremos dois vértices representantes em cada intersecção de hipe rarestas para 
o hipercaminho e hiperanel. Na hipergradc c no hipertoro temos duas simplificações possíveis, uma 
escolhendo dois vértices representantes· por intersecção, e outra escolhendo 2d vértices representantes 
nas intersecções das arestas <tue forem convenientes, onde d é a dimensão do hipcrgra.fo em questão. 
As duas simplificações serão denominadas tipo F1 c ti po F • . Para as próximas definiçõe> de graros 
simplificados vamos supor que existem tantos vértices nas intersecções qua nto rorem necessário>. 

o Grafo simplificado G( V', E') de um hipe rcaminho 'P,.,m( 11, E). Elegemos 2(n- I ) vértices 
representantes, V' = {u., .•• ,un-toUno···•ul(n-1)}, tais que: 

{ 

(u1 mod n) = (un mod n) = O 
Uo+l =Ui+ 1, 1 ~ i~ 1L- 2, ll :5 Í :5 211- 3 
Ut # Un 
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Vértices de C são adjacentes se e só se os mesmos são adjacentes em Pn,m· Definimos o conjunto 
dos vértices representados por N., para cada z E V', N, = {y1, ... , Ym}, tais que: 

(y;- z) mod n = 0,1 ~i~ m 

Note que= agora pertence a N, e dado i, N"•+(•-•l = N.,. Neste caso dizemos que u; e u;+(n-l) 
são equivalentes. Seja N = U.ev• N., definimos o conjunto de vértices não representados 
W = V\U. 

Figura 9: Grafo simplificado no modelo M2,1 para o hiper~aminho P5,4 • 

• Grafo simplificado C( V', E') de um hiperanel nn.ml V, E). Escolhemos 2n vértices repre· 
sentantes, V'= {u,, ... ,u,,un+h···ott2n}, tais que: 

{ 

tt1 mod ti = ttn mod n = O 
Ui+ I = 11; + 1,1 ~ i:::; n- 1,11 ~ i~ 2n- 1 
U) 'Í Un 

Definimos analogamente os conjuntos Nu, u E M, dos vértices representados, como para o 
hipercaminho. 

• Grafo simplificado tipo F1 de uma d-hipergrade Çd = P~, .... , X ••• x P~•·'"•' Escolhemos 
primeiro os vértices representantes para o hipercaminho P~,,m, no modelo M2,!· Seja C 1 o seu 

< ' l'fi d · · V'(l) { (1) (1) {I) (1) } gra.o sunp 1 1ca o. com seus vert1ces representantes = u1 , ... , un-I ,un , ... ,u2(n- l) . 

Seja Ç(l) = G'1 X P~,,m, X ••• x P~ •. m•• denominamos seus vértices por vértices representantes 
de primeira ordem. Repetindo o procedimento acima para. a.s outras dimensões chegaremos a.o 
grafo g!dl. 

Podemos definir analogamente às simplificações anteriores os conjuntos de vértices representa.· 
dos, e os conjuntos ele vértices sem representante. 

Redução: Observe que em cada dimensão i de Ç(d) = C 1 x ... x Cd para. todo vértice v E C; 
existe um único vértice u E G'., u -1 v, tais que u e v são equivalentes, .isto é tem os mesmos 
conjuntos de vértices representados (Nu= Nu!· Se os vértices u e v são equivalentes então u e 
v pertencem às mesmas hiperaresta.s de Pf,,.m,. 

A partir do grafo simplificado Ç(d) definimos o grafo simplificado reduzido, ou grafo reduzido, 
c·. Em cada uma das dimensões de _gldl os pares de vértices equivalentes correspondem a 
um único vértice na mesma dimensão de c·. As relações de adjacência entre os vértices são 
mantidas. 

Lema 1 {/m nlyor·itmo de connmicnção em c·, no modelo F1 , pode ser executado em Ç(d) no 
modelo J/1 • 
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Figura 10: Passo 1 da simplificação no modelo M2,1 para a 2-hipergrade Ç2 = 'P~.3 X 'Pi,2 • 

/ /""'.. ....... 
j. • f.• •r\ ·r\ 

~. ·f!\ 
(\/ ~ "'-.V 
\ 3 \ > 'i/' 'i/' 
o.Õ'- -:;-. ../, /:,o 

Figura 11: Passo 2 da simplificação no modelo M2.1 para a 2-hipergrade Ç2 = 'Pi.J X 'Pi_2• 

Prova: sejam 11, v E G• vértices adjacentes. Sejam 111 , u2 os vértices equivalentes que deram 
origem a 11, na dimensão onde ocorre a transmissão. Respectivamente v1 , v, em relação a v. 

Uma transmissão simultânea 11 - v, v - tt, é equivalente a tr·ansmissão u 1 - v1, v2 - 112 . Pois 
como v1, v,, 111,112 estão na mesma hiperaresta 111 - 111 imtJlica { v2, 111, 112} ~ v1 e v2 - 112 

implico {vi> v,, ui}~ v,. 

Lema 2 Um algoritmo de comur1icação em Ç(d) no modelo H1, JIOde se•· executado em Çd no 
modelo M2,1· 

Prova: Dados dois vértices adjacentes tt, 11 em Çd é fácil verificctr q11e a transmissão isolttda 
u -v pode ser realizac/o em Çd. Suponha que existo um ciclo T rettli~ivel em Ç(d) no modelo 
H1 , que não pode ser executado em Çd no modelo M2,1. Podemos decompor· T em T 1, ••• , TJ, 
onde T; contém as tr<msmissães na dimensão i. 

Segue que existe um j, I ~ j ~ d tal que T1 não pode ser· reali:ado em Çd no modelo M 2,1. 

Observando que na dimensão j , temos dois vértices de Ç(d) por ltiperaresto de Çd, e que coda 
aresta comporta duas transmissões cltegmuos o um ttbsur·do. 

A definição de grafo reduzido pode ser estendida parao caso de mais de dois vértices equivalentes 
por dimensão no grafo Ç(dl. Se existem x vértices equivalentes em cada dimensão de Ç(d) 

definimos o grafo G· de uma forma semelhante. Em cada uma das dimensões de Ç(d) os x 
vér tices equivalentes correspondem a um único vértice na mesma dimensão de G· . As relações 
de adjacência entre os vértices são mantidas. 

Corolário 1 Se x = 2d um algoritmo de comunicação em G", no modelo F • . ou Fd, potle ser 
executado em Ç(d) no modelo H1 • 
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Coro lá rio 2 Se x = 2d 11111 alyor·itmo de conumicaçlio em Ç(<IJ, pode ser· executado em çd no 
modelo Ah1• 

Corolário 3 Se J' = 2d !1111 olyor·itmo de COillllnicaçcio em c·' no modelo 11. ' ou H d, pocle ser 
executado t•m Ç(d) no modelo 11 1• 

Corolário 4 Se x = 'l.d 11111 algoritmo tle comunicoçcio em Ç(d) no modelo 11 1 , pode ser· execu
tado em O" 110 modelo M 1,1 • 

Logo;~. pulir dt' um hipergrafo (hipercaminho, hiperanel , hipergrade ou hipertoro) no modelo 
M 1,1 podemos rrinr uu1a simplifica ção que resulta rá em um grafo red uzido onde as com unicações 
fuucionanio no modelo 11 •. Para isto basta. que sejam eleitos 2d represen tantes por intersecção 
(ti= I para o hipcrcami nho c hipcrancl ). 

0,1 1,1 

o 
0,0 1,0 

F'igul':t I 'l.: Grafo reduzido c· da. 2-hipergrade 02 = P~.3 X Pi.2· 

Na. dcfiniç~o do gra fo simplificado ti po F.(Fd ) de uma 11-hi)te rgrade Çd = P,!, ,m, X ... X 

P;f., ..... ,. st•ja (,' 1( \ '{. 1~· ;) o gntfo s im)tlilicado de P,!, ... ,· D<t seguinte forma , sejam os vértices 

rcprcsc nlanle' \ ' ' = {u\11 ..... u)~/,_ 11u} .l<~ is que: 

~ i ~ n - I c O ~ j ~ 2tl - I 

Oudt• o;, n!r tin•s d(' (,' 1 siio acljarcnlcs, se• c só se os mesmos são adjacentes e m P~1 .m,. Da 
mesm a form<~ clelinimos os grafo, simplilic<~dos C:,( V,' , E;) corresponcntes aos hipercaminhos 
P:1. ,,.,, 1 ~ i ~ ti. 

Seja Ç (l l = (.' 1 X P,~2 ,,.,1 X ••• x P~ ...... ., . denominamos os vértices de Ç (l) J>Or vér tices representan · 

tes d<' pri111t•ir;1 ordem. Os \'érl ices de ÇP) = G' 1 x C:2 x P~3 ... 3 
x . .. x P~•·"'• serão denominados 

vértic·cs rt·p rcM·nt anlt'> tlt• M'l-(11 1111:1 ordem. C'ontinu<tudo tei'Ctnos Q(d) = G 1 x ... X Gd, que será 
um grafo. c·ujo, n:rticcs scr;io o; \'értices representa ntes de d-ésima ordem. 

Para t·ad;, 11 E !/(JI dt• l iniuto~ o ronju nto .V,.= {ulJ1 ... .• y~/.) } pertencente a Ç(J-l) tais que: 

Definimos 1;11nht;111 o~ nmjunlos 1-F IJl . I ~ J ~ d dos vér tices sem representante a nalogament<' 
i1 dcfiniç;io ()os ronjunlo' clt• \'értin'' ;,em rcprcsentant<' para a ti hipergradc no mo delo k/1,1 • 

A 1• ortir do ,;r;ofo (;t .t) dt•linimos o p;r;o fo reduzido c:·. ( 'onform<• foi visto. um algoritmo em G· 
no ntodt•lo /-'" podt• Sl'r l'Xl'l' ll l.ildO l'I U ( ,'(o/) 110 modelo // 1. 

• St•guir('IIIO:'\ ·• id(•j;, dt• ~illl p lifinte.J•u da M'Ç~Io a utt·rior. p t1n 1 o hipc.•rlQro. ma::, ao invéi:t d(• C!-lCO· 

lllt•nno:-. um n~r l in• por iutt•rst•rç;iu. ou t.•x t l't'ltHl. t•M·olhl'rcmo:-. doi:-. para o grafo simr>lificado no 

modl'lo /-'1• ou t•,('()l ltt•rt•uto' 'l.d p;•n• o !\raro simplilinulo no modelo /· ~ . 
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5 P adrões de Comunicação 

Dados um hipergrafo Ç(\1, E) e seu grafo simplificado C( V', E'), denotamos a operação de difusão 
por broadcastM(C), no modelo !IJ, no grafo C. Cada transmiss;io u- llno grafo G representa uma 
transmissão deu a todos os vértices da. hiperaresta. que contém 11 cu em Ç. Analogamente denotamos 
por gossiping,,f(C) a troca completa no grafo C, no modelo M. 

No decorrer do texto, quando definimos um grafo simplificado, estamos definindo implicitamente 
os conjuntos de vértices principais V', de vértices rcprescntantos N., u E V' e, se for o caso, os 
conjuntos de vértices sem representante. 

Para as descrições dos algoritmos utilizaremos a notação: 
instrução 

coma.nclot 

comando, 
onde os n( n ;:: O) comandos serão executados conforme a instrução. Usaremos nos aJgor·itmos os 
seguintes tipos de intruções: 

for a.ll v E V 
for i = O to " - I 
for each u E 11 
for two v E V 

5.1 L imit es superiores obtidos 

Nesta seção apresentaremos alguns resultados outidos para a difu.ão e troca completa nas topologia,; 
definidas. Também apresentaremos dois dos algoritmos destes resultados, um para difusão, e outro 
para troca completa .. 

É importante ressaltar que para a difusão só interessa a análise dos modelo Ml.i em qualquer 
hipergrafo. Pois a cada passo da. difusão existe uma bipartição de vértices, os que contêm a infor· 
mação, e os que não a contêm. A informação deve ser transmitida de uma partição a outra. Além de 
que no modelo de transmissão suposto (tempo de. transmissão independe do tilmanho da mensagem), 
não importa o grau das hiperarcstas que ligam os mesmos dois vértices entre as partições . Segue 
que o estudo dos modelos em que as hiperarestas são k-porta recai no estudo dos modelos com as 
hiperarestas l · port. 

Se o vértice que contém a mensagem inicialmente é candida to'' vértice representante. é fácil \'l'r 
que podemos sem perda de generalidade supor que ele scní eleito vér·ticc representante. 

Difusão 
'P,,m(V, E) 
n,,,(V,E) 
Çd(V, E)= P~1 ,m 1 X.·· X P~d.md 
Td(v, E)= n~ ..... , x ... x n~•·"'• 

Troca. Completa. 
'Pn ,m(V, E) 
n,,m(\I,E) 
Çd(V,E) 
Td(V, E) 

2(m-l)+gu,(P,_ 1)+ I 
m + 9H1(R.,) 

L~=• (2m;- I)+ gu, (C)+ 2d 
L:f=, (m,) + gu,(T) + d 

kl,_. 
n- 1 

l~J 
I::=,(n, - I ) 

2:1=1 (l !f J) 

di á metro 
n-1 

L~J 
L:1=dn,- I ) 

L~= I (l !f J) 

2(m- I) + gu, ( P,._,) + I 
m + gu,( R.,) 

L~=' (2m, - I) + gu,( C)+ 'l.d 
L~=Jlm,) + gu, (T) +ti 



30 

Troca Completa 
P .. ,.,.(li,E) 
n ...... (II,EJ 
Qd(ll, E) 
Td(ll, E) 
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2{ m- 11- 2 + I 

r~1 + liJ 
L:~=• 2r.y1 + 9F.(G'J + 2d 
Lf=,rTl +YF.(T)+ d 

2( m - ln- 2 +I 

r~1 + liJ 
L::'=• 2r.y1 + 9F.(G') + 2d 
L:~=· r-Tl + 9F.(T) + d 

Veremos agora como r!'alizar a operação de difusão no hipera ncl, c a operação de troca completa 
na d-hipergradc. 

Hiperanel No caso do hiperanel Rn,mo seja G o seu grafo simplificado. Temos duas possibilidades 
distintas. O modelo de comunicação pode ser M1,., e neste caso a comunicação se dará como para o 
hiperca.minho, com a. difusão ocorrendo no modelo hlll/-cluJ!/er. 

Algoritmo: 

I. brollclcastu, { (,') 

No modelo M 1;1 , o vértice que contém a mensagem a propaga no grafo G no modelo H2(= Hkl· 
Desta forma efetuaremos a difusão em D(Rn,m) passos. 

Algoritmo: 

I. bro(l(/castu,( G) 

Para o hiperancl R.,,,, temos os tempos bM,,, = D + I e bMu = D , onde D = D(Rn,m )· 

Hipergrade Troca <'Ompleta na t/-hipergrade. gd = P,!, .... , x ... x P~,,,md• em qualquer modelo, 
depende quase qut• só dos passos de inicialização e finalização, pois para d-grades suficientemente 
grandes a troca comJIIcta. no modelo H1, pode ser efetuado em D passos [9]. 

Seja G o seu grafo simplificado no modelo MJ,i . Temos o seguinte algoritmo para a troca complet a. 

I. fo r j = I LO d 

for ali rtFI E II '(Jl 

for each v E N,\11, ulil - v 

for cach '' E W IJI, rt!:! 1 - v 

2. gossipiugu,{C:) 

3. fo r j = ti LO I 

for all1t E Jl'lJl ,N,. ~ u 

Wl1l ~ u!~! 1 

Seja G'(V'. E') o grafo simplificado da c/-hipergrade Çd = P,!,.m, X ••. X P~•·"'• no modelo M2,1, 

tipo Fk (onde k = I. ou k = d ). Seja c· o grafo reduzido. Algoritmo: 

I. for j = I to ti 

fo r ali u!11 E J." '(J ) 

~ I • E N { (J) 1 1 (Jl } or .IVO I u1' 11; • 11i+(,- J)' 11i+(,- 1)2 ' "''"•+(n- 1)(2(k-l)) -v 

fo r two ,, E ""''' · { rtl!/_,. ~~~~- 11 , ...• uV~, .. - ll} -v 
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2. gossipingF.IG") 

3. for j = d to I 

for ali t1 E \I'Ul, N. ç, v 

W<il ç, tt~2 1 
Finalmente para o modelo M2,•• ou seja M2,d, temos: 

I. for j = I to ti 

for ali tl!il E ll'lil 

for two v E N 1 , u!j) - v 
"• 

for twov E Wlil,{ul~1-t'tt!i)- v 

2. gossi]JirtgF.((ildl) 

3. for j = d to I 

for ali t1 E ll'lil,N. Ç: v 

W lil Ç: 11~2 1 

6 Conclusão 

31 

A necessidade por sistemas maciçamente paralelos a fim ele lidar com cer·tas a plicações está. revela ndo 
as fraquezas de redes de inte rconexão ponto-.vponto. Redes de interconexão com o acréscimo de 
barramentos podem constituir um modo efetivo de interligar um grande número de processadores. 
ao mesmo tempo garantindo que a distância máxima entre processadores seja. pequena. 

Apresentamos algoritmos de comu nicação para difusão l' troca com pleta. em redes do tipo hiperca
minho, hipera.nel , hipergrade c hipcrtoro. Embora. eles sej;un todos subprodutos da nova ferramenta 
chamada simplificação, os esquemas são simples<' muito eficientes. mostrando que os procedimentos 
de comunicação são viáveis, como comprovam as tabelas contidas no t raba.lho. 
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