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Sumirio

Em sistemas multiprocessadores MIMD de meméria distribuida, processadores sao ligados por
uma rede de interconexao ponto-a-ponto, usualmente modelada por um grafo onde processadores
sio vértices do grafo e canais de comunicagio sio as arestas. Como comunicagao inter-processador
constitui-se frequentemente em sérios gargalos, diversas arquiteturas foram propostas que adici-
onam & topologia ponto-a-ponto um sistema de barramentos miiltiplos. Neste artigo mostramos
o interesse de arquiteturas paralelas onde comunicagoes se realizam somente por barramentos.
Vamos introduzir o hiperanel e hipertoro, que sio as versoes bascadas em barramentos das cor-
respondentes redes ponto-a-ponto. Mostramos como usar conceitos de hipergralos para modelar
a comunicagao entre processadores em tais redes de interconexao e damos algoritmos eficientes
para as operagoes de difusio (broadcast) e troca completa (gossiping). Desenvolvemos uma nova
ferramenta chamada simplificagcao. A idéia é construir um grafo, chamada grafe simplificado, da
topologia original de hipergrafo, de tal modo que ficard facil descrever e realizar esquemas de co-
municagio, uma vez que o conceito de simplificagio nos permitira utilizar algoritmos conhecidos
para redes usuais, sem barramentos.

Abstract

In most distributed memory MIMD multiprocessors, processors are connected by a point-
to-point interconnection network, usually modeled by a graph where processors are nodes and
communication links are edges. Since interprocessor communication frequently constitutes serious
bottlenecks, several architectures were proposed that enhance point-to-point topologies with the
help of multiple bus systems. In this paper we demonstrate the interest of parallel architectures
where the communication means are constituted solely by busses. We introduce the hyperpath and
the hypergrid architectures, which are the bus-based versions of the well used point-to-point linear
and grid interconnection networks. We show how to use hypergraph concepts in order to model
inter-processor communication in such networks and we give efficient algorithms for broadcast
and gossiping. We developed a new tool called simplification. The idea is to construct a graph,
to be called representative graph, from the original hyper-topology, so that it will become easy to
describe and perform communication schemes, because the simplification concept also allows us
to partially use some already known communication algorithms for usual networks.
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1 Introdugao

Em muitos sistemas de multiprocessadores MIMD de meméria distribuida, processadores sao ligados
por uma rede de interconexao ponto-a-ponto, modelado usualmente por um grafo onde processido-
res sio vértices e canais de comunicagio sdo arestas. Em tais arquiteturas, a comunicagio inter-
processador constitui-se frequentemente em um sério gargalo. A fim de contornar este problema,
diversas arquiteturas fazem uso de um sistema de barramentos miltiplos [14, 15, 16]. Tais arquitetu-
ras podem ser modeladas por um hipergrafo [3], em que uma hiperaresta é um conjunto de vértices.
Cada barramento da rede é portanto representado por uma hiperaresta.

Em [12, 17], uma rede de interconexio com barramentos miiltiplos é considerada onde cada
processador é ligado a um grupo de seus vizinhos préximos com alguns processadores pertencendo
ao mesmo tempo a mais de um barramento. Redes desse tipo com conectividade sobreposta sio
particularmente interessantes por varias razées. Primeiro um sistema multiprocessador com um
grande nimero de processadores niao pode ser provido de conectividade completa. Além disso, a
arquitetura de barramento miiltiplo tem a desejavel caracteristica de poder expandir facilmente.
Enquanto que uma arquitetura do tipo “crossbar™ necessita de um nimero quadratico de chaves,
um sistema de barramentos miltiplos de P processadores e B barramentos precisam de apenas BP
chaves, embora com conectividade reduzida. Em [17] é apresentado um projeto englobando um
processador, sua memdria local e as chaves do barramento.

Neste artigo generalizamos as redes de interconexao como anel e toro, com o acréscimo de bar-
ramentos. Chamaremos tais redes incrementadas de hiperanel e hipertoro. Mostraremos como usar
conceitos de hipergrafos para modelar a comunicagao entre processadores em tais redes de inter-
conexao e damos algoritmos eficientes para as operagoes de difusio (broadecast) e troca completa
(gossiping).

2 Trabalhos anteriores

Como ji mencionado antes, Wilkinson [17], Jiang e Smith [12] consideram redes de interconexio
com barramentos miiltiplos com conectividade sobreposta. Muitos outros trabalhos concentram em
grades de dimensio d com acréscimo de barramentos. Bokhari [8] e Aggarwal [1] consideram o uso de
um barramento global, ao qual todos os processadores sdo ligados. O primeiro usa um sé barramento
global e o segundo autor estende o trabalho para k barramentos globais. Bar-Noy e Peleg [2] e
Stout [16] consideramn grades com barramentos nas linhas e colunas. Meyer auf der Heide e Pham
[14] investigam grades com o uso de uma drvore de barramentos para a computagio de operagoes
associativas. Olariu, Schwing e Zhang [15] consideram grades bi-dimensionais com um barramento
reconfiguravel. Bhuyan e Agrawal [7] apresentam uma generalizagao da rede de interconexao do
hipercubo.

3 Modelos

3.1 Topologias

Definimos um grafo por (V. E), onde V' é um conjunto de vértices {vy,...,v,} e E é um conjunto
de arestas {¢y,....¢,,}. onde cada aresta ¢; € V' x V. Definimos um hipergrafo por G(V, £), onde
V é um conjunto de vértices {vy,....v,} e E é um conjunto de hiperarestas {ey,...,e,} onde cada
hiperaresta ¢; € V' | |, e = V. Note que um hipergrafo G(V, E) onde cada aresta ¢ € E tem
cardinalidade 2 é um grafo. Todo grafo G(V, E') onde U,ep = V' € um hipergralo.

Dado um hipergrafo G, denotaremos por D(G) o seu diametro. Usaremos as seguintes definigoes.
Transmissdo: envio de uma mensagem de um vértice a um ou mais dos seus vértices adjacentes.
Cliclo ou Passo: conjunto qualquer de transmissoes simultaneas.
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Em todo o trabalho, por uma questio de uniformidade trabalharemos apenas com grafos e hiper-
grafos, utilizando as analogias processador-vértice, canal-aresta e barramento-liperaresta. I interes-
sante notar que com as definicoes de ciclo e transmissao dadas, este texto se adapta a modelagem de
uma rede de interconexio de processadores no modelo constante [11].

3.1.1 Hipercaminhos e Hiperanéis

Topologia: Um caminho de tamanho n é definido por P.(V, E) onde:

V={0,...,n-1)}
e€Ewe={v,n}|n=(n-1)

Generalizagio: Definimos o hipercaminho P, ,»(V, E') de tamanho n e ordem m, por:

vV ={0,...,nm—1}
eE E —=~e= {v,,...,vm,vi.----v:n}

v = v; mod n
onde ¢ v/ = v modn
vi=(y-1)

Figura 1: Hipercaminho de tamanho 6 e ordem 2 (Pg2).

Topologia: Um anel de tamanho n é definido por R, (V, E) onde:

V={0,....n=1)}
e€E—e={v,v}|vy=(r-1)modn

Definimos o hiperanel R, ,.(V, £), de tamanho n e ordem m, por:

V={0,....nm=-1}

ceF —e={v,...;vm0],....00,}
v; = v; mod n
onde { v = v) modn

v, = (v/ — 1) mod n

3.1.2 d-hipergrades e d-hipertoros

Vamos propor duas alternativas para a generalizagdo da grade e do toro. Uma seguindo a idéia das
generalizagoes do caminho e anel, isto é, definindo uma nogéo de “altura” (ordem) no hipergrafo

generalizado. Usando esta idéia, definimos uma p-hipergrade de ordem d por Gi 4, (V. E) onde:
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Figura 2: Hiperanel de tamanho 5 e ordem 3 (Rs3).

V= {(hyeondpdpr) | 0 £ L€ 15,1 £ 5 €0 € by < d)
ecEee={v,....0q0,...;05)
(=)= (vl = })e=0,1< k< p
onde { (vi)ps1 = (¥))pg1 =1 =1 onde (...); =< ...,e; > (produto cartesiano)
3k tal que (o) = (V] h # ke | (0 — o) |= 1

Figura 3: 2-Hipergrade G, 5.

Uma outra forma. seguindo a definicio da grade, é definir a hipergrade como o produto de
hipercaminhos. Para isso definimos o produto de dois hipergrafos.

Definigao 1 Secjam Gy(Vy, Ey), Gao(Vy, Ey) dois hipergrafos. Definimos G(V, E) = Gy x Gy abaizo:
Vo= {ue} 0 k<] V|| Ve | tal que ug = (0. 02) onde vy € Vy e vz € V5,
dois vértices (a.b) ¢ (e.d) sdo adjocentes em G se ¢ so se:

1. a=ccbodsio adjacentes em Gy, ou

2. b= ¢ a.c sao adjacentes cm G,
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Esta definicio pode ser estendida facilmente para o produto de d hipergrafos. Desta forma definimos
um d-hipergrade por G4 =P} . x...xP§ . onde P, . sao hipercaminhos. (Ver Figura 4.)
Paraa definigio do d-hipertoro também temos duas possibilidades. No texto optamos por produto

de hiperanéis. Definimos um d-hipertoro por 79 = ’R.],,_,", o JUR, ’Rﬁd.md onde Rﬁ,__m_ sao hiperanéis.
— —
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- - - - - - - - .
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01 fL31))e nya fln Yl fls )| os

Figura 4: 2-Hipergrade G* = P} 4 x P},.

3.2 Comparagao com topologias em grafos

Nesta secdo faremos uma comparagio entre os virios aspectos das topologias aqui definidas com
as topologias usuais. Os aspectos abordados sao: mimero de vértices, grau dos vértices, grau das
hiperarestas e diametro. Na tabela a seguir, gr(v) e gr{e) sao respectivamente o maior grau de
vértices do grafo, e a maior cardinalidade de arestas do grafo. Temos também que G¥(V, E) =
PLos el ®iPE L e TV EY= R Houwe® R

ny,my AdMg*®

Topologia | niimero de vértices | gr(v) grie) diametro
Pu(V,E) . 5 o o
Ea(V,E) n 2 2 l."flJ
Gnl,....nd ny...Nq 2d 2 I::_f=l(n' -1)
Tru.....ng ny...Ny 2d 9 f:l(l.""z"’,])
Prm(V,E) nm 2 2m n—1
Rﬂ.m(v, E) nm 2 2m |.I;'J
G4V, E) T (mini) 2d | maxd,(m;) | T (ni = 1)
T4V, E) [T (miny) 2 | max (m) | T (%))

Desta forma vemos que, por exemplo, uma topologia com n vértices na forma de anel tem diametro
|3]. Enquanto que uma topologia com n vértices na forma de hiperanel (com hiperarestas de tamanho
m, supondo (n mod m) = 0) tem diametro m vezes menor (|5 ]).

3.3 Modelos de Comunicagao

Dado um grafo G(V, E), seguindo uma notagao semelhante a [11], existe um modelo de comunicagio
para as arestas, e outro para os vértices. Em relagao as arestas, quando dados podem ser transmi-
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tidos em apenas um sentido em cada ciclo, temos o modelo unidirecional (half-duplez, H). No caso
em que as informagoes podem trafegar nos dois sentidos simultineamente temos o modelo bidire-
cional (full-duplez, F). Se um vértice pode utilizar (enviar/receber) apenas uma das suas arestas
simultineamente temos o modelo 1-porta, caso possa usar k arestas temos o modelo k-portas. Se um
vértice pode utilizar todas as suas arestas em um mesmo ciclo temos o modelo *-porta. Usaremos a
notagio Ey onde E é o modelo da aresta e k é o modelo do vértice (e.g. Fj bidirecional k-portas,
H, unidirecional, 1-porta).

Definiremos agora o nosso modelo de comunicagiao para hipergrafos. Usaremos o mesmo modelo
usado no grafo para os vértices, se um vértice pode utilizar simultineamente (enviar/receber) apenas
uma de suas hiperarestas temos o modelo 1-porta, caso possa usar k hiperarestas, ao mesmo tempo,
temos o modelo k-portas. Se apenas uma informagiao pode trafegar na hiperaresta em um ciclo
denotaremos por l-porta, se k informagoes podem trafegar ao mesmo tempo estaremos no modelo
k-portas. Note que para o modelo suposto nio faz sentido k >| e |. Analogamente ao modelo para
grafos temos o modelo *-porta. Usaremos a notagio M, , onde ¢ é o modelo da hiperaresta e v é o
modelo do vértice.

Dado um grafo &, novamente de uma forma semelhante a [11], denotaremos por bg, (G) o nimero
maximo de ciclos para efetuar a difusio (broadcast) no modelo Ey. Dado um hipergrafo G, denotare-
mos por by, ,(G), o niimero maximo de ciclos para efetuar a difusio no modelo M, ,. Analogamente
usaremos gg, (G') e gar, ,(G) para a troca completa (gossiping).

Neste trabalho abordaremos apenas os casos em que os vértices podem usar uma ou todas as suas
arestas em um ciclo, e em que as hiperarestas sao 1-porta ou 2-portas. Segue que as hiperarestas
podem transmitir no maximo duas informagées em um ciclo, e os vértices podem utilizar uma, ou
todas as suas hiperarestas em um mesmo ciclo.

3.3.1 Notagodes

Dado um grafo G(V. E),u,v € V, adjacentes, usaremos a notagao u — v para denotar uma trans-
missao do vértice v para o vértice u. Dado um hipergrafo G(V, E), v € V. a € £, com v € a e dado
N C a, denotamos por N <= v uma transmissao do vértice v ao conjunto de vértices N.

4 Simplificagao

Para realizar as comunicagoes (difusiao e troca completa) nos hipergrafos definidos, usaremos um
novo conceito que serd denominado simplificagdo. A idéia é construir um grafo, que serd denominado
grafo simplificado, a partir do hipergrafo, de tal forma que seja ficil descrever e realizar comunicagdes
no hipergrafo. Além disso, também queremos aproveitar os algoritmos ji desenvolvidos para grafos
em hipergrafos que sio as suas generalizagoes.

A operagao de simplificagiio é efetuada basicamente escolhendo-se vértices no hipergrafo, denomi-
nados vértices representantes, os quais serio os vértices do grafo simplificado. Vértices representantes
adjacentes no hipergrafo seriio adjacentes no grafo simplificado. Cada vértice representante u corres-
ponderd a um conjunto bem definido N, de vértices por ele representados. Os deialhes serao vistos
a seguir.

Trataremos a comunicagio no grafo da seguinte forma. A transmissio de um vértice v; a um
vértice adjacente vy, em um grafo simplificado G, equivale a uma transmissio do vértice correspon-
dente a vy no hipergrafo, a todos os vértices da hiperaresta que contém os vértices correspondentes
a vy e a vy, Uma transmissdo para um vértice representante no grafo simplificado, significa trans-
missées também para os seus vértices representados. Isto é, u — v no grafo simplificado também
acarreta N, <= v ¢ N, <= v no hipergralo.

E importante ressaltar que a operagio de simplificagao depende nio s6 do hipergrafo, mas também
do modelo de comunicagao adotado. Veremos agora duas das principais formas de simplificagao para
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Figura 5: Os vértices us,vs, ¥z sio representantes, os conjuntos de vértices representados sio:
Ny = {ug,ug, 04}, Noy = {v1, 02,04}, Noy = {21,22,25}. A transmissio r3 — v3 no grafo sim-
plificado implica {vy, vy, vy, 21,22, 23,24} < v3 no hipergrafo.

os hipergrafos definidos na segao anterior.

4.1 Simplificagao para o modelo M;;,(j <)

Usaremos esta simplificagdo nos hipergrafos de tal forma que seja ficil modelar a comunicagio do
hipergrafo no modelo M;;,(j < i) através do grafo simplificado no modelo H;, se j = 1, ou no modelo
F; se j=2. Os enunciados desta segao serao utilizados para os seguintes modelos M; ,, M;. e M,...
A idéia principal é a de escolher um vértice representante nas intersec¢des de hiperarestas que serio
especificadas. Vejamos os casos particulares:

¢ Grafo simplificado G(1”, £’) de um hipercaminho P, (V. E). Elegemos n — | represen-
tantes V' = {uy, ... 0,1 }. com u; € V' tais que:

wy mod n =0, ou uy mod n =1
gy =+ 1, paral €i<n-2

Os vértices de G sao adjacentes se e sé se os mesmos sio adjacentes em P, .. Desta forma
em cada intersecgao de hiperarestas teremos um vértice representante, além destes teremos um
representante em um dos extremos de P, ,,.

Como o hipercaminho é um hipergrafo simétrico, no decorrer do texto suporemos, sem perda de
generalidade, que o representante no extremo onde esta o vértice de indice 0 é sempre escolhido.
Logo V' = {uy,..., 1,1}, com u; € I tais que:

wymodn=10
wigp=u;+ 1, paral <i<m-1

Faremos esta mesma suposigao para a simplificagio da hipergrade.
Para cada vértice u € V' definimos o conjunto de vértices representados por u, N, = {yy.. - =1 }.
tais que:

(i — u)mod n =10
yiFul<i<m=-1

Cada g € N, é chamado vértice representado por u. Scja N = |J gy N, definimos W =
VA(N U V'), o conjunto de vértices sem representante,
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A

Figura 6: O grafo simplificado do hipercaminho P54 tem os vértices {10,11,12,13}, su-
as arestas estdo representadas por linhas pontilhadas. Temos também que Nyp={0,5,15},
N”:{l.ﬁ, lﬁ}.th = {'2.7, 17}. N13 = {3,8., 18} eW= {419, l‘l.lg}.

¢ Grafo simplificado G(V', E') de um hiperanel R, ,.(V, E). Elegemos n vértices represen-
tantes, V' = {uy,...,u,}. Tais que:

wymodn =0
tigp=u;+1l,onde l <i<n-1

Os vértices de (' sao adjacentes se e so se 0os mesmos sio adjacentes em R, . Teremos um
representante por intersecgao de hiperarestas de R, ,,. Para cada u € V'’ definimos o conjunto
dos vértices representados N, como para o grafo simplificado do hipercaminho.

Exemplo:

Figura 7: Grafo simplificado (linhas pontilhadas) do hiperanel R3 3.

¢ Grafo simplificado de uma d-hipergrade ¢* = P} . x...x P! . Faremos uma
simplificagio por dimensoes. Escollemos primeiro os vértices representantes para o hiperca-

minho P} Seja €7y o sen grafo simplificado, com os seus vértices representantes V(1) =

gyt
1 1 W A ; . . o
{ul ’.....uf,"_l}. Seja G = Gy x P2, % ...x P . Denominaremos os vértices de
G por vértices representantes de primeira ordem. Escolhemos os vértices representantes para
o hipercaminho 'P,’f)‘m’. teremos o grafo simplificado (G2, com os seus vértices repiesentantes
v = (ol rtf:?_l }. Os vértices de ¢ = Gy x Gy x P, X ...x P4 .. serdo denomi-

nados vértices representantes de segunda ordent. Fazendo o mesmo para os caminhos restantes,
teremos U = (U = ¢ x L x Gy Observe que cada €01 < 7 < d. é um grafo, e portanto
GG um grafo. mais especificamente uma d-grade. Para uniformidade de notagio definimos
Lambém G = g,

Para cada vértice o de GU definimos o conjunto .‘\",‘,", = {y:"" ey J!;:_:—l }. que sio os vértices

em GV ais ques
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(u=y?y =01 #j
((Il—y!”)mﬂdﬂj))=0 Ond(’.(.--b =< .05 >
vy 1<i<smi—1

Em cada hipergrafo GU),1 € j < d definimos o conjunto W) dos vértices, em GU=1) sem
representante, isto é, v € WU) & v € GU-1 v ¢ GU), e v nio é representado por nenhum
vértice em GU),

0L 14
- *
.2 .
- .

1

0.1 1,1 0,0 10

03 [| 1a

0,0 1.0 passo 2
passo 1

Figura 8: Simplificagdo (dois passos) da 2-hipergrade G* = P}, x P3,.

o d-hipertoro T4 = Ry Ximion X R:‘,d‘m. Repetiremos a idéia anterior. Na primeira dimensao

escolhemos os vértices representantes para o hiperanel R}, . e seja G, seu grafo simplificado.
Denominamos os vértices de G = Gy x R, ., x ... % 'R;‘,"md por vértices representantes de
primeira ordem. Seguindo a idéia anterior teremos o grafo G4 = G = G, x ... x Gy, note
que G(@ é um d-toro. Também definimos os conjuntos de vértices representados NY) de uma

forma andloga.

Note que a simplificagdo dos hipergrafos dados resulton em um grafo simplificado, do qual o
hipergrafo foi generalizado.

4.1.1 Simplificagdo para o modelo M,

Neste caso queremos modelar a comunicagao no hipergrafo através de um grafo simplificado no
modelo Fy, ou F.. Escolheremos dois vértices representantes em cada intersecgao de hiperarestas para
o hipercaminho e hiperanel. Na hipergrade e no hipertoro temos duas simplificagoes possiveis, uma
escolhendo dois vértices representantes-por intersecgao, e outra escolhendo 2d vértices representantes
nas intersecgoes das arestas que forem convenientes, onde d é a dimensio do hipergrafo em questio.
As duas simplificagoes serdo denominadas tipo Fy e tipo F.. Para as proximas defini¢ées de grafos
simplificados vamos supor que existem tantos vértices nas intersecgoes quanto forem necessarios.

+ Grafo simplificado G(V', E’) de um hipercaminho P, ,(V, £'). Elegemos 2(n— 1) vértices
representantes, V' = {uy, ..., un-1,%n,- .., Uz(n_1)}, tais que:

(uy mod n) = (u, mod n) =0
tp=uyu+l1<i<n-2,n<i<2n-3
g # g
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Vértices de G sio adjacentes se e s6 se os mesmos sio adjacentes em Py ... Definimos o conjunto
dos vértices representados por N, para cada =z € V', N; = {11,...,¥m}, tais que:

(yi—z)modn=0,1<i<m

Note que = agora pertence a N: edado i, Ny, _, = Ny,. Neste caso dizemos que u; e U4 (n_1)
sao equivalentes. Seja N = [J,ev+ Ny, definimos o conjunto de vértices nio representados

W =V\U.

Figura 9: Grafo simplificado no modelo M3, para o hipercaminho Ps 4.

Grafo simplificado G(1, E') de um hiperanel R, ,,(V, E). Escolhemos 2n vértices repre-
sentantes, V' = {uy, ..., ty, Ung1,. .., Uzn}, tais que:

uy mod n=u, modn=0
=+ L,1<i<n=-1,n€i<2n-1
uy # up

Definimos analogamente os conjuntos N,,u € M, dos vértices representados, como para o
hipercaminho.

Grafo simplificado tipo F, de uma d-hipergrade ¢ = P} ., x...xP¢ _ . Escolhemos
primeiro os vértices representantes para o hipercaminho P}, . no modelo M ;. Seja G o seu

grafo simplificado, com seus vértices representantes V/(N={ul", .
Seja GV = Gy x P, . X...x Pa, ., denominamos seus vértices por vértices representantes
de primeira ordem. Repetindo o procedimento acima para as outras dimensdes chegaremos ao

grafo G4,

Podemos definir analogamente as simplificagdes anteriores os conjuntos de vértices representa-
dos, e os conjuntos de vértices sem representante.

1 1) 1
= ui‘_j,.us. k. ""“‘2(:‘—1)}'

Redugdo: Observe que em cada dimensdo i de G!¥) = G, x ... x G4 para todo vértice v € G;
existe um tinico vértice u € G;,u # v, tais que u e v sdo equivalentes, isto é tem os mesmos
conjuntos de vértices representados (N, = N,). Se os vértices u e v sdo equivalentes entdo u e
v pertencem as mesmas hiperarestas de P}

A partir do grafo simplificado G{?) definimos o grafo simplificado reduzido, ou grafo reduzido,
G*. Em cada uma das dimensdes de G(¢) os pares de vértices equivalentes correspondem a

um inico vértice na mesma dimensao de G*. As relagdes de adjacéncia entre os vértices sdo
mantidas.

Lema 1 Um algoritmo de comunicagio em G*, no modelo Fy, pode ser ezecutado em G'9) no
modelo Hy.
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Figura 11: Passo 2 da simplificagio no modelo M3, para a 2-hipergrade G* = P}, x P§,.

Prova: sejam u,v € G* vértices adjacentes. Sejam uy,u; os vértices equivalentes que deram
origem a u, na dimensdo onde ocorre a transmissdo. Respectivamente vy,vy em relagio a v.

Uma transmissdo simultinea u — v,v — u, € equivalente a transmissdo wy — vy, v, — uy. Pois
como vy, V2, Uy, Uz estdo na mesma hiperaresta uy — vy implica {v2, w1, u2} < vy € v2 — uy
implica {v1,v2,u1} < v2.

Lema 2 Um algoritmo de comunicagio em G4 no modelo Hy, pode ser executado em G* no
modelo M ;.

Prova: Dados dois vértices adjacentes u,v em G? € ficil verificar que a fransmissio isolada
u — v pode ser realizada em G%. Suponha que exista um ciclo T' realizivel em G'¥) no modelo
H,, que ndo pode ser ezecutado em G4 no modelo My ,;. Podemos decompor T em Ty, ..., Ty,
onde T; contém as transmissées na dimensao i.

Segue que existe um j,1 < j < d tal que T; ndo pode ser realizado em G% no modelo My;.
Observando que na dimensdo j, temos dois vertices de G\%) por hiperaresta de G, e que cada
aresta comporta duas transmissoes chegamos a um absurdo.

A definigao de grafo reduzido pode ser estendida para o caso de mais de dois vértices equivalentes
por dimensdo no grafo G{4). Se existem z vértices equivalentes em cada dimensio de G(¥)
definimos o grafo G* de uma forma semelhante. Em cada uma das dimensées de G(#) os =
vértices equivalentes correspondem a um iinico vértice na mesma dimensio de G*. As relagdes
de adjacéncia entre os vértices sdo mantidas.

Coroléario 1 Se z = 2d um algoritmo de comunicagio em G~, no modelo F., ou F;, pode ser
ezecutado em G'9) no modelo H,.
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Corolario 2 Se « = 2d um algoritmo de comunicacio em G\, pode ser executado em G no
maodelo My .

Coroléario 3 Sc a2 = 2d um algoritmo de comunicagio em G=, no modelo H., ou Hy, pode ser
execulado em G no modelo 1.

Coroldrio 4 Se x = 2d um algoritmo de comunicagio em G'¥) no modelo H,, pode ser execu-
tado em G no modelo M) ;.

Logo a partir de um hipergrafo (hipercaminho, hiperanel, hipergrade ou hipertoro) no modelo
My, podemos criar uma simplificagao que resultara em um grafo reduzido onde as comunicagoes

funcionario no modelo /I.. Para isto basta que sejam eleitos 2d representantes por intersecgao
(e = 1 para o hipercaminho e hiperanel).

0,1 1,1

00 10

Figura 12: Grafo reduzido G* da 2-hipergrade G? = P}, x P3,.

Na definigio do grafo simplificado tipo F.(Fy) de uma d-lipergrade G¢ = Pl Rl
P g seia GV E]) o grafo simplificado de P}, . Da seguinte forma, sejam os vértices

(1 (1)
] e

representantes V' = {u 1)z

41+ tais que:

Uy sy 1) mod my =0

Uig 14 jiny=1) = Wigjn;—1) + 1 1<isn-1le0<£j<2d-1
Uil —1) # Wrgkug—1)s se b #1

Onde os vértices de () sio adjacentes, se e s6 se 0s mesmos sao adjacentes em P Da

ny,my*
mesma forma definimos os grafos simplificados ¢/;(V/, I!) corresponentes aos hipercaminhos
Pl 28 i gd.

Seja G = Gy x PR, % . x P denominamos os vértices de GU') por vértices representan-
tes de primeira ordem. Os vértices de G@) = Gy x Gax PY . x...xPd _ serio denominados

vértices representantes de segunda ordem. Continuando teremos G = (/) x ... x Gy, que seri
um grafo. cujos vértices serio os vértices representantes de d-ésima ordem,

Para cada « € GU) definimos o conjunto N, = {yt”. - y}.‘f}} pertencente a GU=') tais que:
el 0.1 .
(w—y, )l"-#J 1 <i<m
((u--y,m)mml njh =0 T T £

Definimos também os conjuntos WU 1 < j < d dos vértices sem representante analogamente
a definigio dos conjuntos de vértices sem representante para a o hipergrade no modelo M, ;.
A partir do grafo () definimos o grafo reduzido G*. Conforme foi visto, um algoritmo em G*
no modelo 1 pode ser executado em () no modelo .

Seguiremos o idéia de simplificagao da se¢io anterior, para o hipertoro, mas ao invés de esco-
lhermos um vértice por interseegio, on extremo, escolheremos dois para o grafo simplificado no
modelo Fy.on escolheremos 2d para o gralo simplificado no modelo 1.
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5 Padroes de Comunicagao

Dados um hipergrafo G(V, E) e seu grafo simplificado G(V’, £'), denotamos a operagao de difusio
por broadcastys(G), no modelo M, no grafo . Cada transmissdo v — u no grafo &' representa uma
transmissao de u a todos os vértices da hiperaresta que contém u e v em ¢. Analogamente denotamos
por gossipingps(G') a troca completa no grafo G, no modelo M.

No decorrer do texto, quando definimos um grafo simplificado, estamos definindo implicitamente
os conjuntos de vértices principais V', de vértices representantos N,,u € V' e, se for o caso, os
conjuntos de vértices sem representante.

Para as descrigoes dos algoritmos utilizaremos a notagao:

instrugio
comando,

comando,
onde os n(n > 0) comandos serio executados conforme a instrugio. Usaremos nos algoritmos os
seguintes tipos de intrugoes:
forall ve V
fori=0ton-1
for each v € V
for twov eV

5.1 Limites superiores obtidos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados obtidos para a difusio e troca completa nas topologias
definidas. Também apresentaremos dois dos algoritmos destes resultados, um para difusdo, e outro
para troca completa.
importante ressaltar que para a difusio s6 interessa a analise dos modelo M;; em qualquer
hipergrafo. Pois a cada passo da difusao existe uma biparti¢ao de vértices, os que contém a infor-
magao, e os que nao a contém. A informagio deve ser transmitida de uma particao a outra. Além de
que no modelo de transmissao suposto (tempo de, transmissio independe do tamanho da mensagem ),
nao importa o grau das hiperarestas que ligam os mesmos dois vértices entre as partigdes . Segue
que o estudo dos modelos em que as hiperarestas sao k-porta recai no estudo dos modelos com as
hiperarestas 1-port.
Se o vértice que contém a mensagem inicialmente é candidato a vértice representante, é facil ver
que podemos sem perda de generalidade supor que ele serd eleito vértice representante.

Difusao | My, | M. | didmetro
Pam(V, E) n=1 n-1 n—1
Ram(V, E) £ [3] 3]

GUV,E) =Pl n, X - X Py, | Zicibni = 1) | iy (m = 1) | T, (6 - 1)
THV, E) = Ry uny X - X Riny | Ta([F) | ThallF)) =(13))

Troca Completa | My, | M.

Pum(V, E) 2m— 1)+ gu,(Paa) +1 2(m— 1)+ g (Paca ) + 1
Rﬂ.m(VIE) m+ gl-h(ﬂn} m+ .‘lH’z(Ru)

G4V, E) Z}f:l(?m,— 1)+ g, (G) + 2d :L_,(‘lm, -1+ 9mu.(G) + 2d

TV, E) YL mi) + gn (T) +d Tl mi) + gu,(T) +d
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Troca Completa | My, | . My

Pam(V, E) AEAn-2+1 AT n-2+1
RV, E) 21+ 13} %1+ 13

G4V, E) T, 2[4 + gr(G) + 2d | T, 2[2] + 9£.(G) + 2d
T4V, E) 4[]+ gr(T) +d 4[] + gr(T) + d

Veremos agora como realizar a operagio de difusao no hiperanel, e a operagao de troca completa
na d-hipergrade.

Hiperanel No caso do hiperanel R, seja G o seu grafo simplificado. Temos duas possibilidades
distintas, O modelo de comunicagao pode ser My 1, e neste caso a comunicagio se dard como para o
hipercaminho, com a difusio ocorrendo no modelo half-duplex.

Algoritmo:

L. broadcasty, (')

No modelo M, ,, o vértice que contém a mensagem a propaga no grafo G no modelo Ha(= Hj).
Desta forma efetuaremos a difusiao em D(R,, ) passos.
Algoritmo:

1. broadecasty,(G)

Para o hiperanel R, ,, temos os tempos by, , = D+ 1 e bpy,, = D, onde D = D(Rpm).
Hipergrade Troca completa na d-hipergrade, ¢ = 'F‘,;l_,,” X...x P 4 em qua.lqu.er modelo,
depende quase que s6 dos passos de inicializagao e finalizagao, pois para d-grades suficientemente
grandes a troca completa, no modelo i, pode ser efetuado em D passos [9)].

Seja G o seu grafo simplificado no modelo M ;. Temos o seguinte algoritmo para a troca completa.

l.forj=1tod
for all u!) g V1)

for each v € N\ ul) — v

for each v € l-l’(Jl,uEEl —

2. gossipingy, (()

.forj=dtol
forall ue VU N, «u

W e i

d
X iao X Phome

Seja G(V', E’) o grafo simplificado da d-hipergrade G¢ = P}

nyom)

tipo Fi (onde k = 1, on k = d). Seja G* o grafo reduzido. Algoritmo:

no modelo Mj,,

I.forj=1tod
for all « g \1)

\ 1 ) ] ()
for two v € N, {5 1)y Wlauoniar - Wintmenyaie—ty} — ¥

I — S /) (J
for two r € H"m.{u:f'_i.ufzﬂ_”. . "‘"?i)t"—l)} —_
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2. gossipingr,(G”)
J.forj=dtol
forall ue VU N, & v
W) & ufﬂl
Finalmente para o modelo M3 ., ou seja M3 4, temos:

l.forj=1tod
for all u) € 10)

for twov € NI‘,_.um -

i v

for two v € W'”-{uﬁi’_,.us"’ i

2. gossipingg, (G1)

.forj=dtol
forall ue V'U) N, &« v
1 (1)
W) = o))

6 Conclusao

A necessidade por sistemas macigamente paralelos a fim de lidar com certas aplicages estd revelando
as fraquezas de redes de interconexdo ponto-a-ponto. Redes de interconexdo com o acréscimo de
barramentos podem constituir um modo efetivo de interligar um grande nimero de processadores.
ao mesmo tempo garantindo que a distancia maxima entre processadores seja pequena.

Apresentamos algoritmos de comunicagio para difusdo e troca completa em redes do tipo hiperca-
minho, hiperanel, hipergrade e hipertoro. Embora eles sejam todos subprodutos da nova ferramenta
chamada simplificagao, os esquemas sao simples e muito eficientes, mostrando que os procedimentos
de comunicagao sio vidveis, como comprovam as tabelas contidas no traballo.
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