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RESOLUÇÃO PARALELA DE SISTEMAS ESPARSOS DE EQUAÇõES LINEARES 

R.. D. Arant.es 't e C. L. de A...,rim * 
RESUMO 

Neste trabalho considera-se a resoluça'o de sistemas lineares 

esparsos em arquiteturas paralelas d o tipo Hipercubo. O método de 

Fatoraçl!lo de Choleslty do tipo " Fan-In" Distribuído é tomado como 

base para as comparaçl1es de desempenho. Uma análise preliminar do 

desempenho do método em ambientes paralelos para matrizes 

&><.traídas de aplicaçl1es reais é apresentada. contando-se 

atualmente com os resultados de um simulador desenvolvido 

especificamente para o processo de fatoraçlro paralela. 

ABSTRACT 
In this worlt we consider the solution of sparse linear 

systems in parallel architectures of H ypercube type. The 

Distt• ibuted ''Fan - ln" Sparse Chol eslty Factot• ization method is 

adopted as the basis for comparisons. A preliminar analysis of 

the performance of the method in parallel environments for the 

solution of real world problem.s is presented. The actual results 

were obtained with a simulation proçram developed specifically 

for the p arallel factori z ation process. 

t. Int.rodução 

O proble ma a ser considerado nes t.e trabalho é o da solução 

de s i s temas lineares da f'orma A x • b, o nde a matriz de 

coet'lcientas A é e sparsa. simétrica e pos itivo def'inida. 

O mé t.o do de solu ção adotado consiste n a f'atoraçl!Jo de 

Cholesky L L' da mat.riz d o sist.ema, onde L representa uma mat.rlz 

t.rian~ular lrúerlor e L' a sua transposta. 
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De posse da mat.riz de f"at.o res L, e' possive l r e solver o 

problema oricinal, mediant.e a soluçllo dos seculnt.es sub- sist.emas: 

L y • b C"for~o~ard"> 

L' x • y C"baclt~o~ard"> 

Para o problema part.icularment.e sendo considerado nest.e 

t.rabalho, nlfo é necessário o pivot.ement.o em valor numérico 

durant-e a f"ase de f"at.oração, uma vez que pelo f"at.o da mat.riz do 

sist.ema ser posit.ivo def"inida, a f"at.oração de Cholesky ser um 

processo est.~vel por nat.ureza. 

Assim o problema recai em se obt.er uma seqüência "est.at.ica" 

de pivot.eament.os ef"et.uados uma w>ica vez durant.e uma f"ase inicial 

de pré-processament-o, com o objet.ivo de se reduzir o esf"orço 

comput.acional Cevit.ando a criaçllo d e n ovos element.os não nulos 

durant.e o processo> e de aument.ar-se a inde pe ndência e nt.re as 

sub-t.aref"as (correspondent.es a e liminação simult.Anea de porç~es 

dist.int.as da mat.riz alocadas ent.re os varios proce ssado res>. 

Os dois objet.ivos acima são muit.as vezes cont"lit.ant.es ent.re 

si, pois a minimizaçllo do número de nll-in' s <elemer.t.os novos 

int.roduzidos durant.e o processo> nem sempre acarret.a a solução 

com o maior ~;rau de liberdade ent.re as t.aref"as, e vice-ve rsa 

(caso um reordenament.o baseado apenas na 

independência ent.re as sub-t.aref"as seja 

maximização da 

adot.ado>, p ois 

invariavelment.e est.a est.rat.é cia isolada pode vir a ocasionar um 

número maior de operaç~es arit.mét.icas do que seria obt.ido com um 

ordenament-o pelo crit.ério de " menor ~;rau" ( minimizando-se apenas 

o número de nll-in's int.roduzidos). 

Uma solução "def"init.iva" para est.e problema, ainda 

encont.ra-se em abert.o, pois o problema de reordenament.o por s i só 

(independent.ernent.e do t.ipo de crit.ério de decisão ut.ilizado>, é 

um problema NP-Complet.o. 

Assim o que se ut.iliza na prát.ica sl!lo mét.odos 

(consacrados ao lonco das <llt.imas décadas>, 

normalment-e para uma det.erminada classe de 

part.ic ular (como por e xemplo as h e urist.icas do 

dissect.ion" para proble mas de e leme nt.os f"init.os>. 

"heurist.icos'', 

e volt.ados 

problemas em 

t.ipo "nest.ed 

Uma soluçS:o para o pro blema do reordenament.o normalment.e 

adot.ada c onstst.e em s e e mprecar uma heurlst.ica para minimização 

de f"ill-in's <como as de "minimum decree" o u " n est. .. d 

dissect.ion">, e a secuir aplicar modif"icaç~s sobre o ordenament.o 

bâsico, com o o b jet.ivo de se a ument.ar a i nde pendência e nt.re 
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as t.aret"as. 

Out.ra solução consist.e em se usar como cri t.ério de 

desempat.e, uma heurist.ica de menor t;rau "modit"icada", em que o 

desempat.e durant.e a t"ase de decls5o do processo, é f'eit.o 

t.omando-se como base o aument.o da independência ent.re as t.aret"as. 

Dependendendo do t.ipo de reordenament.o emp.-et;ado, um 

sub-produt.o t.ipico dest.a f'ase, é a est.rut.ura de element.os nSo 

nulos da mat.rlz de t"at.or-es que result.arâ ao f'inal do processo de 

eliminação, uma vez que o crit.ério de "menor fórau" consiste na 

slmulaçilo <a nivel est.rut.ural> do processo de ellminaçilo, 

part.lndo-se do t;r-af'o or-lt;inal de represent.açllo da mat.r-iz A , e 

aplicando-se ao mesmo sucessivas t.r-ansf'ormaç~es <cor-.-espondent.es 

a eliminação das linhas associadas), at.6 se chet;ar no t"inal do 

processo ao craf'o r-epr-esent.ant.e da mat.riz de f'at.or-es L 

Nos casos em que est.a inf'ormaçllo nllo pode ser- obt.ida 

"cr-at.ult.ament.e" (como sub-produto do ordenamento), um pr-ocesso de 

"t"at.oraçllo simbólica" (oper-ando apenas com a inf'or-maçllo 

est.r-ut.ural dos element.os> pode ser- aplicado em t.empo na maior-ia 

das vezes pr-opor-cional ao número t.ot.al de f'at.ores r-esult.ant.es <e 

por-t.ant.o considerâvelment.e inf'er-ior- ao esf'or-ço da f'ase numér-ica 

em que o sist.ema ser-â et"et.ivamente solucionado). 

A det.erminaçl!lo da est.r-ut.ura da mat.r-iz de t"at.o.-es a pr-ior-i, 

t.raz uma sér-ie de 

dlnâm1cos decorrent.ei!SI 

benef'icios, 

criaçllo de 

<como a 

f'iU-in's 

reduçJio dos 

que ser-iam 

over-heads 

inevit.ávels 

de out.r-a t"orma>, bem como possibilita o uso de f'er-r-ament.as bem 

mais poderosas na f'ase posterior- de anâlise e divisko de t.aref'as 

ent.r-e os pr-ocessadores. 

Uma vez det.er-minada uma 

<s1mét.r-1ca) das linhas e colunas 

sequência 

da mat.riz 

de reordenament.o 

e a est.rut.ura da 

mat.riz de t"at.or-es r-esult.ant.e, pode-se lançar mão de f'err-ament.as 

auxiliares como a "ârvo.-e de caminhos de ellminaçllo", obt.ida com 

f'acilldade a part.ir da est.rut.ura da mat.riz de f'at.ores. 

A "árvore de caminhos de ellmi~", f'or-nece como 

inf'ormação básica a t.opolocia (hierarquia> de dependência ent.re 

as diver-sas linhas da mat.riz. Nós (Unhas) que estejam em 

sub-árvores dist.int.as podem ser alocadas em pr-ocessador-es 

dist.int.os e operados de f'orma independente. 

A est.r-ut.ura de hierarquia val das f'olhas para a r-aiz, onde 

cada n6 só pode ser- operado depois que t.odos os seus antecessores 

na ârvore t.iver-em sido oper-ados. 
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A int'ormaçSo cont.ida na "árvore de caminhos de eliminaçllo" 

encont-ra-se num nivel de cranularidade ''médio' ', pois nllo leva em 

cont.a cada um dos element-os da linha associada a cada nó em 

part-icular, e que se t"ossem explorados em t.ermos de uma abordacem 

com baixa cranularidade, permit-iriam a liberaçllo de processadores 

a medida que as operações ent.re porções de element-os de cada 

linha, viabU.izassem um avanço no "crat"o de t.aret"as" associado ao 

processo como um t.odo. 

Uma abordacem a &st.e nivel mais baixo de cranularidade é 

muit.o onerosa e nllo é ut-ilizada na prát.ica, pois requer um espaço 

adicional considerável (da ordem do n<unero de operações 

arit.mét.icas a serem realizadas ao lonco de t.odo o processo>. 

Assim, o que se ut.iliza na prát.ica é a "árvore de caminhos 

de eliminaçt(o" como base para o mapeament.o das: diversas linhas .da 

mat.riz oricinal ent.re os processadores, <et"et.uado ant.es de se 

iniciar a t"ase de processament-o numérico propriament.e dit.o). 

Uma vez que nllo é necessário pivot.eament.o ''dinAmico" durant.e 

do processo, o problema de "balanceament-o da car,;a", é 

concent-rado apenas na t"ase iniciai de mapeament-o e na 

det.erminaçSo da seq04lncia de alocaçllo de t.aref'as associadas a 

cada um dos processadores. 

De posse dessas int'orrna'çõés, o alt:orit.mo 

esparsa baseado no mét.odo "Fan-In Dist.ribuido" 

de t"at.o:raç!lo 

<e que será 

apresent.ado em det.alhe em seções subseqUent.es>, pode ent.So ser 

aplicado para se obt.er a mat.riz de t"at.ores L Uma vez concluida a 

f'at.oraçSo, as f'ases de "t"orward" e "back subst.it.uit.ion" 

(mencionadas no inicio dest.a seçiJo> permit.em a o bt.enç!lo do vet.or 

soluçflo x do problema oricinal. 

2. M6t.odo de Cholesky <caso Esparso> 

A (&nica dit"erença em relaçSo a variant.e "densa" do mét.odo é 

a explo:r~ da exist.éncia de um n<unero sicnificat.ivo de 

et.ment.os nulos em cada linha da mat.:riz, o que possibilit-a uma 

r-eduçllo considerável no est'orço comput.~cional necessario durant.e 

o processo de eliminaçSo, se t"orem evit.adas operações 

desne<:e~árias sobre os element.os nulos. 

Aasim uma versllo equivalent.e do alt:orit.mo de Choleslc.y, para o 

caso esparso é a secuint.e: 



206 XIII Congresso da Sociedade Brasileira de Computação 

para j de 1 a~é n Caça 

para cada k < j ~al que a jk ,. O Caça 

cnood <j, k> 

cdtv <J> 

Onde no caso esparso as operações cnood e cdtv slllo expressas: 

c...,d <j, k>: para cada 1 en~re j e n ~al que a 1k ,. O Caça 

alj + alj - alk • ajk 

cdiv (j): ajj + YaJJ 

para cada k en~re j + 1 e n ~al que a jk ,. O Caça 

~j + ajk / ajj 

Levando-se em cont.a as inf"ormaçeles con~idas na "árvore de 

caminhos de ellminaçtlo", e int.roduzindo-se a no~açlllo Tcol <J> 

para desif:nar a t.areí'a de ellminaçiro <de ~odos os elemen~os 

associados> de cada linha j, percebe-se que no caso esparso, 

exist.e int.r1nsecament.e um maior f:rau de independ6ncla ent.re as 

t.aref"as, pois o p erações c...,d <J
1

, k> e conod <J
2

, k> para colunas 

e em sub-árvores dist.int.as, podem ser ef"et.uadas 

concorrent.ement.e . 

Em t.ermos dest.a nova not.açllo, um pseudo-códlco para o caso 

esparso f"ica sendo: 

para cada coluna j de 1 a n ~al que as ~areCas Tcol <.> 
de ~odos os seus an~ecessores na arvore de elbninaçl!lo 
~enhafto sido co~~~ple~adas Caça 

Tcol <J> 

Sendo a t.aref"a Tcol <J> expressa por: 

Tcol (j): para cada k < j ~al que a jk ,. O Caça 

cnood <j, k> 

cdiv <j> 

Est.e alcori~mo f"ornece uma primeira f"orma de abordaeem para 

a soluçlllo paralela do problema, pois as operações Tcol <J> para 

colunas j em ramos dlst.int.os da árvore podem ser ef'e~uadas em 

paralelo. 

Est.a é uma inf"ormação "básica" <obt.ida at.raves da arvore de 

caminhos ) e que pode ser explorada plename nt.e na f"ase de 

mapeament.o, como serâ det.alhado ao l o nf:O do t.e!Ct.o. 
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3 . Mét.odo "Fan-In" Dist.ribuido 

Nas saçe!es ant.eriores nSo se considerou a divisl!lo de t.aref"as 

ent.re os vArios processadores, de modo a explorar o paralelismo 

inerent.e ao processo de f"at.oração esparsa 

O ~t.odo "Fan-ln", apresent.a como pont.os f"avorâveis, um 

menor volume de comunica~ que os demais mét.odos paralelos como 

o "Fan-Out.", e uma simplicidade de c6di~o e m relação aos mét.odos 

"Mult.if"ront.als Dist.ribuldos". 

Desse modo, a escolha do mét.odo "Fan-In", parece ser a mais 

concisa e ele~ant.e para uma primeira abordaf;em paralela do 

problema, e nest.a se~, port.ant.o serâ considerado apenas o caso 

"~eral" do mét.odo " Fan-In" Oist.ribuido. 

A essência do mét.odo de ellminaç!lo de Cholesky <com f:eração 

dos f"at.ores por colunas), consist.e em se ~erar sucessivament.e as 

colW\aS de L, que por sua vez serão ut.illzadas para ~erar demais 

colW\aS que venham a depender dest.as, e assim sucessivament.e. 

Mais precisament.e as colunas ant.eriores a uma dada coluna j 

e que serão subraidas dest.a, correspondem as colunas associadas 

aos element.os nSo nulos da j 'ezima Unha da mat.riz de f"at.ores 

sendo ~erada. 

Assim é comum na prat.ica o uso de "vet.ores de cont.ribulç~es'' 

-ociados a cada coluna e que são post.eriorment.e a,;re~ados ent.re 

si (compondo o somat.6rio de t.odas as cont.ribulç~s de colunas que 

af"et.am. a coluna corrent.ement.e sendo ~erada). 

O mét.odo "Fan-In" t.em corno principal caract.erist.ica, a 

ef"icient.e exploraçl'lo dest.a propriedade, reduzindo dest.a f"orma o 

volume de comunicaçl!lo ent.re os processadores, mediant.e o acúmulo 

de t.odas as cont.ribulç~s das colunas <em cada processador> que 

af"et.am. a coluna corren t.e, enviando ao processador de dest.ino 

<cont.endo a j 'ezima coluna sendo f:erada), o result.ado f"inal 

a,;re~ado de t.odas as cont.ribulçlles relat.ivas a cada processador. 

Nos mét.odos ant.eriorment.e implement.ados na U t.erat.ura, a 

medida que as colunas vl!lo sendo ceradas, est.as t.em de ser 

repassadas a t.odas os demais processadores cont.endo colunas que 

dependam da j 'ezima coluna recém ~erada. Isso sem dúvida acarret.a 

um volume adicional desnpcessário de comunicaçl!lo, pois cada Unha 

acaba sendo envidada isoladament.e corno uma cont.ribulção, ao passo 

que no mét.odo "Fan-In", apenas um vet.or de cont.ribuiç~es 

acrecadas é enviado como rner>Safôem. 

207 
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Considere-se a ser;uint.e mat.riz de f' at-ores L, result.ant.e da 

apllcação do processo de ellnUnaçSo at.é a coluna 6, 

1 
2 

3 
4 

• 5 

• 6 

• • • • 7 

• • • 8 

• 9 

• • • • • • • 10 

pl p2 p9 pl p2 pS pl p2 p!l pl 

onde f' oi supost.o um mapeament.o do t.lpo "wrap'' ent.re 3 

processadores1 alocando-se dest.a f' o r ma um conjunt.o de colunas a 

cada processador <de f'orma clcllca>. 

Considere at;ora a ellminação da coluna 7 e que pode ser 

esquemát.icament.e represent.ada na f"orma: 

No esquema ""Fan-Tn"', ao invés de receber cada cont.rlbuiçllo 

isoladament-e, cada processador se encarreca de acumular as 

cont.ribuiç~es a serem enviadas ao processador cont.endo a coluna 7 

(em quest.llo>. 

Assim, cada processador irá préviament.e calcular 

l?l [ 
• l l?4 [ 

• l u[7,pU • • + • 
• 

l72 [ 
• l l~[ • l u[7.p21 - + e enviar o result.ado a pt 

• 
permit.indo ao processador 1 <cont.endo a Unha 7) mont.ar 

det'lnit.ivament.e est.a coluna mediant.e 

u:J [.:~:j - u[7 ,pU - u[7 ,p2J 

Em Lermos mais f"o rntais. aSsumindo-se que um mapeament.o 

-pi.J das colunas ent.re os p processadores disponiveis seja a 
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priori conMcido <o que serâ abordado com maiores dat.alhes na 

próxima saçllo>, pode-se descrever um pseudo-códico para o 

aJcorit.mo '"Fan-In" Dist.ribuido <a ser execut.ado concorrent.ement.e 

com uma vers:k> idênt.ica de códico em cada um dos processadores>. 

Al~tor'itmo Fan-In Distribu{do 

Def': proc_cols = < J r ~napljl • proc_id > 

para cada coluna J de 1 at.é n f'aça 

se Unlj,proc_idl >' 0 ou se j e proc_cols ent.ão 

ulj,proc_idl + O 

No 

para k e Unlj,proc_ idl Caça 

ulj,proc_tdl + ulj,proc_ ldl + ljk <ljk'"-,J.nk>' 

se J e proc_cols ent.ik> 

envie cont.rtbutçik> acrecada ulj,proc_idl 
para o processador ,...pljJ 

senão 

L•J + <ajj'"-,an/' - ulj,proc_tdl 

enquant.o t.odas as cont.ribuiçi5es nJiío f'orera 
recebidas Caça 

receba as cont.ributções acrecadas ulj,nJ 
para a coluna j <provenient.es dos demais 
processadores n> e subt.raia cada ~ das 
cont.rlbuições ulj,nJ de L•J .-diant.e 

L•J + L•J - ulj,nJ 

cdiv <J> 

códico acima, proc_id r e pre sent.a a ident.if'icaçlJo 

associada a cada processador, proc_cols o c onjunt.o de colunas a 

ele associadas, Unlj,rrl o conjunt.o d e c olunas a s e r e m a cre cadas 

no processador n e que cont.ribuem para a f'o rmaçlJo da c o luna j , ou 

mais explicit.ament.e: 

Unlj,nJ: < k e St.ruct. <LJ•> r naaplkJ • rr > 

onde St.ruct. <L J• > denot.a a "est.rut.ura" da linha J <o conjunt.o de 

lndices das colunas associadas a linha j , c orresponde nt.e s a os 

element.os nlJo nulos da linha em quest.lJo) . 

Finalment.e, as cont.ribuições acrecadas ulj,nJ consist.e m no 

ac(lmulo de t.odas as cont.ribuições r e lat.ivas a coluna j das 

colunas que se encont.ram alocadas no proce ssador rr, ou sej a: 

ulj,n J: 
k e 
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4. Mape-nt.o das J..1nhas ent.re os Processadores 

O problema de mapeament-o das Unhas da mat.riz ent.re os 

diversos processadores é de vit.al import.ância para a ectciência 

Cinal do mét.odo, pois uma vez que o balanceament-o das operaçlSes é 

.. est.át.ico.. e realizado durant.e est.a t"ase part.icular do 

processament-o, quaisquer benenctos ou acréscimos de inf"ormaçlSes 

obt.idas nest.a t"ase são m&recedoras de at.en~, na esperança de 

com isso melhorar o balanceam&nt.o da car,;a ou reduzir os at.rasos 

de comunicação ent.re processadores. 

E>eperiências prát.icas comprovaram que mapeament.os do t.ipo 

''wrap'', t.omando como base niveis sucessivos da ''árvore de 

camninhos de ellminaçllo.. nlk> produzem bons result.ados pelo 

e>ecessivo espalhament-o de t.aret"as ent.re os processadores, 

obricando os mesmos a um volum& maior de comunicaçllo, pelo t"at.o 

das Unhas a serem acessadas num curt.o int.ervalo de t.empo após a 

llnha corrent.ement.e sendo operada <e que porv&nt.ura venham a 

sot"rer cont.ribuições dest.a>, n.llo est.arem alocadas ao m&smo 

processador, t.ornando inevit.avel dest.e modo, uma Corçosa t.roca de 

inf"ormaçlS&s ent.re processadores. 

Tal d&!lciência pode ser cont.ornada, se Cor&m alocados num 

m&smo processador, t.odas as Unhas envolvidas numa m&sma 

.. sub-árvore .. durant.e o processo de eliminação. 

Est.e t.ipo de mapeament.o, ori,;inalment.e denominado de 

.. sub-árvore para sub-cubo .. , Co! inicialment-e idealizado para 

problemas de element.os Cinit.os, com mat.rizes de est.rut.uras 

reculares do t.ipo ,;rid, onde a árvore de f'at.oraçllo result.ant.e 

{m&diant.e um ordenament-o do t.ipo .. nest.ed-dissect.ion .. > possui na 

maioria dos casos .. simet.ria perf'eit.a.. de alt.uras {sendo port.ant.o 

já balanceada por const.rução>. 

Para problemas irre,;ulares sem uma est.rut.ura t.lpica como a 

de element.os Cinit.os, a t;eneralizaçllo dest.e esquema d e mapeament.o 

t.orna-se bem mais comple>ea, pois as sub-árvores a serem 

consideradas passam a ser de t.opoioctas variáveis e port.ant.o com 

um peso comput.acional e volume de comunicaçlS&s dist.int.o o que sem 

dúvida dit"icult.a a implement.açllo da idéia ori,;inal, baseada em 

sub-árvores de m&sma alt.ura {com t.opolocias idênt.icas). 

Assim, para est.e t.rabalho no quai se objet.iva a 

implem&nt.açllo de um mét.odo f>enérico de solução, out.ros esquemas 

de mapeament-o, baseados na .. essência.. do mapeament-o .. sub-árvore 

para sub-cubo .. devem ser considerados. 
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A abordacem mais nat.ural para a quest.llo é t.ent.ar obt.er o 

balanceament.o de carca, mant.endo a maior porç3o de linhas em cada 

sub-árvore alocadas a um mesmo processador. 

Corno crit.ério adicional para se decidir a alocaç~ das 

linhas aos processadores, pode-se lançar ml!(o de uma est.imat.iva a 

priori do volume de comunicaç3o, bem como do esforço de cálculo, 

procurando se est.abelecer durant.e a fase de mapeament.o, uma 

primeira aproximaç!lo do que será dispendido durant.e a execuçllo da 

f"ase numérica propriament.e dit.a. 

Assim, começando-se das folhas da ãrvore, pode-se ir 

cradualment.e det.erminando o esforço comput.acional necessário para 

se checar at.é cada um dos nós, sendo o volume de cálculo 

necessâ.rio para se complet.ar a eliminaçJk> at.é um dado nó, icual 

ao esforco comput.acional da elimina~ do próprio n ó, acrescido 

dos volumes de cálculos necessâ.rios para se checar a cada um dos 

seus predecessores diret.os na arvore. 

A idéia básica consist.e em uma vez det.erminado o esforço 

comput.acional necessâ.rio para se checar at.é cada nó da arvore, 

t.ent.ar dividir o mais icualment.e possivel, o 

part.indo-se da raiz em di.reçllo as folhas. 

esforço t.ot.al, 

Assim, o que se objet.iva é uma divisllo proporcinal de t.odo o 

esforço comput.acional, pelo n6mero disponivel de processadores, 

buscando preservar ao máximo a est.rut.u.ra de sub-árvores <alocadas 

sempre que possivel> para cada um dos processadores isoladame nt.e. 

Um esquema de divisllo corno est.e, nlk> leva em cont.a os 

at.rasos inevit.áveis decorrent.es da comunicação ent.re os 

processadores. 

Uma aborcSacem incluindo est.a inf"ormaçllo vem sendo 

idealizada, mas at.é o moment.o alnda Nilo veio a ser con cret.izada 

corno wna f"orma alt.ernat.iva de at.aque ao problema. 

Muit.o ainda pode ser f"eit.o nest.a área e a at.ual aborda(;em 

sendo propost.a é passivel de sofrer revis~s e aprimorament.os ao 

lonco do t.empo. 

Para a implement.açtro do mét.odo de f"at.oraç3o esparsa em 

paralelo, cont.ou-se com um ext.enso conjunt.o de sub-rot.inas 

auxtlla.res, execut.adas seqOenclalment.e na f"ase inicial de 

pré-processament.o dos dados. 
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O que f"oi codif"icado em paralelo f"oi soment.e o Mêt.odo 

"Fan-Jn" dist.r1bu1do Capresent.ado na seç!k> 3). 

As rot.inas auxiliares visam ent.re out.ras t.aref"as, a obt.ençllo 

de uma seqüência de reordenament.os est.át.icos das linhas e 

colunas ela mat.riz ori,;inal para se minimizar a int.roduçí!lo de 

novos element.os <f"ill-in's> no processo, bem como aument.ar-se a 

independência ent.re as diversas linhas a serem eliminadas. 

De posse ela mat.riz reordenada, a est.rut.ura de f"at.ores da 

mat.riz L resuit.ant.e pode ser obt.icla, bem como a "arvore de 

dependências de elimina~", e que permit.e uma anAlise crit.eriosa 

de quais conjunt.os de linhas alocar a cada processador, 

correspondendo a f"ase de "mapeament.o" Cpart.icionament.o elas linhas 

da mat.riz ori,;inal ent.re os varios processadores>. 

Toda est.a et.apa de pré-processament-o (dedicada e ef"et.uada 

especlf"icament.e para cada problema a ser solucionado> f"oi 

codif"icada em FORTRAN <pois a maioria dos códi,;os de 

reordenament.o 

lint;uat;em.>. 

esparso ainda se encont.ram disponlveis nest.a 

Como est.a et.apa inicial t.eve 

projet.o uma maior f"lexibilldade e 

f"ácU int.ercâmbio dos dif"erent.es 

como principal objet.ivo 

modularidade, permit.indo 

módulos de ordenament-o 

de 

o 

e 

part.icionament.o disponlveis, e como at.ualment.e nilo se considerou 

a implement.açí!lo paralela dest.a Case, o uso de F'ORTRAN nilo veio a 

se const.it.uir um ent.rave ao pleno andament.o d o projet.o. 

Um dado adicional e que de novo just.if"ica o uso de FORTRAN 

para est.a Case é que o f"ormat.o de ent.racla dos dados dos problemas 

t.est.e <ext.raidos ela NETLJB [81, cont.endo problemas reais na Area 

de ot.imização>, encont.ram-se no f"o rmat.o padrão MPS, e para o qual 

rot.lnas de leit.ura em F'ORTRAN jâ se encont.ram disponlveis e 

amplament.e t.est.adas. 

Para a part.e paralela do códir;o no ent.ant.o, o uso de FORTRAN 

se c:onst.it.uiria uma severa limit.açí!lo, razí!lo pela qual adot.ou-se a 

Unr;uar;em C paralela dis ponlvel no slst.ema operacional He lios [71. 

O códir;o paralelo assume port.ant.o como ent.rada, a est.rut.ura 

jâ part.ic i onacla da mat.riz orlr;inal, e envir.da a cada um dos 

processador es pelo processador cent.rai. Cada processador é 

responsável pela eliminação de um dado conjunto de linhas, e 

f"ornece ao f"inal d o processo as linhas correspondentes da matriz 

de ratores L, enviando-as de volta ao processador central. 

Para se obter a soluçã9 defin1t.iva do sist ema linear 
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ori~inal, é preciso eCetuar-se as Cases de substituiçl!ro Corward e 

backward, operando com os sistemas trian~uiares result.ant.es. Esta 

Case no trabalho atual não se encontra paralelizada e é execut.ada 

pelo processador central após receber as linhas da matriz de 

f"ato res de cada um dos processadores. 

Além do codi~o de Catoraçl!ro paralela, desenvolveu-se também 

como Cerramenta awdliar, um simulador do processo, e que permite 

uma CácU "reconf"it;uraçilo" dos parametros arquit.eturals como os 

tempos e taxas de startup, d<' comunicação de mensat;ens e de 

cálculo em ponto nutuant.e e em aritmética inteira, e que 

permitiu levantar conclus~s preliminares int-eressantes sobre o 

desempenho da implementa~ em paralelo de métodos de Catoraçllo 

esparsa em ambientes 

operacional Helios. 

baseados 

6. Resultados PreHndnares 

<espec11"icament.e> no sistema 

Os resultados apresent.ados nesta seção Coram obtidos 

mediante a simulação do processo de Catoraçllo paralela em uma 

arquitetura como a de Transputers T-900 e tomando como base o 

t.empo de cálculo e de comunicação e ntre processadores 

utilizando-se o sistema operacional paralelo Helios [71. 

Na tabela a se~uir são apresent.adas alt;umas 

básicas sobre os problemas e al~uns resultados da 

estatisticas 

simulação a 

ntve l do número de mens34õens recebidas <RD> e enviadas <WR> e de 

operaç<5es aritméticas inteiras <Nint.> e de pto. nutuat>te <Nnop>. 

Os dados abaixo reCerem-se a um ordenamento para redução de 

1"111-in's baseado na heuristica do "menor t;rau", adotando-se uma 

estratét;ia de mapeamento do t.ipo "sub-árvore p/ s ub-cubo" para 3 

processadores. Os tempos estimados tomaram como base uma 

arquitetura como a do T-900, cujos parâmetros de tempo de cálculo 

<inteiro e pont.o Clutuante> e de troca de mens34õens <comunicação 

e startup> sllo apresent.ados lot;o após a tabela de resultados. 

Inicialmente é listado o nome de cada problema MPS da Netlib 

ut.illzado nas comparaç<5es, bem como os parâmetros caracteristicos 

básicos de cada problema como dimensllo, densidade da ntatriz 

ort~tnal, número de e lementos, Catores nllo nulos e " de Cill-in's. 

A se~uir apresenta-se resultados como o volume e tamanho das 

mens34õens transmit.tdas, numero de operações <inteiras + pto. 

nutuante>, bem como o tempo total ~asto n a troca de mensa~ens 

<Tcom + Tstartup>, ~lobalment.e e para cada um dos processadores. 
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Prob: AFIRO Dim: 27 Dens : 21% NzA: 63 NzL: 80 Fil: 21 " 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimMsg TimOper 
53 191 2655 0.077 0.023 

Proc # NMsg LenMsg Nlnt. NFlops TimMsg TimOper 
1 25 96 889 279 0.036 0.010 
2 13 50 574 140 0.019 0.006 
3 15 55 618 155 0 . 022 0.006 

Tot.MsgRD Tot.MsgWR Tot.LenMsgRD Tot.LenMsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
33 20 119 72 0.077 0.0001 

~-=======2==2==================~===~===z===z==============•===z= 

Prob: ADLITTLE Dim: 56 Dens: 23Y. NzA: 328 NzL: 355 Fil: 8% 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimMsg TimOper 
106 860 13381 0.156 0.124 

Proc # NMsg LenMsg Nlnt. NFlops TimMsg TimOper 
1 40 267 3197 1114 0.059 0.039 
2 42 383 3837 2147 0.062 0 . 057 
3 24 210 2287 799 0 . 035 0.028 

Tot.MsgRD Tot.MsgWR Tot.LenMsgRD Tot.LenMsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
67 39 545 315 0.154 0.0004 

Prob: SC50A Dim: 50 Dens: 10Y. NzA: 101 NzL: 180 Fil : 44" 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimMsg TimOper 
94 476 6190 0.138 0.055 

Proc # NMsg LenMsg Nint. NFlops TimMsg Ti mOper 
1 47 232 1978 699 0.069 0.024 
2 17 93 1196 270 0.025 0.012 
3 30 161 1545 512 0.044 0.018 

Tot.MsgRD Tot.MsgWR Tot.LenMsgRD Tot.LenMsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
63 31 319 157 0 . 137 0.0002 

Prob: SC105 Dim: 105 Dens: 5% NzA: 226 NzL: 471 Fil: 52Y. 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimMsg TimOper 
187 1175 16497 0 . 275 0.150 

Proc # NMsg LenMsg Nlnt. NFlops TimMsg TimOper 
1 67 401 3974 1228 0 . 098 0.045 
2 56 364 4143 1568 0 . 082 0.052 
3 64 410 4144 1540 0.094 0.051 

Tot.MsgRD Tot.MsgWR Tot.LenMsgRD Tot.LenMsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
128 59 804 371 0.273 0.0006 

Prob: SHARE2B Dim: 96 Dens: 18% NzA: 775 NzL: 960 Fil: 19Y. 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimMsg TimOper 
166 1707 39797 0.246 0 . 378 

Proc # NMsg LenMsg Nlnt. NFlops TimMsg TimOper 
1 9 4 950 12916 8065 0.139 0.202 
2 29 311 5738 2202 0.043 0.072 
3 43 446 7201 3675 0 .063 0.102 

Tot.MsgRD Tot.MsgWR Tot.LenMsgRD Tot.LenMsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
126 40 1330 377 0.242 0.0009 
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Prob: SC205 Dim: 205 Dens: 3Y. NzA: 451 NzL: 979 Fil : 54% 

Tot.Hsg Tot.Len Tot.Oper TimHsg TimOper 
340 2324 34297 0.501 0 .313 

Proc # NHsg LenHsg Nlnt. NFlops TimHsg TimOper 
1 177 1190 12054 5510 0.261 0 . 164 
2 66 440 4972 618 0 . 097 0 . 0 47 
3 97 694 8039 3104 0 . 143 0 . 102 

Tot.HsgRD Tot.HsgWR Tot.LenHsgRD Tot.LenHsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
239 101 1620 704 0. 496 0.001 3 

==•==z====~=================•;=•====~=========================== 

Prob: BLEND Dim: 74 Dens: 28 NzA: 743 NzL: 940 Fil : 21% 

Tot.Msg Tot.Len Tot.Oper TimHsg TimOper 
192 2818 46876 0 . 286 0 . 455 

Proc # NHsg LenHsg Nint. NFlops TimMsg TimOper 
1 82 1073 104t'l6 6428 0.122 0 .163 
2 58 972 10297 7973 0.086 0.181 
3 52 773 7631 4081 0.077 0.111 

Tot.HsgRD Tot.HsgWR Tot.LenHsgRD Tot.LenHsgWR Tot.Tst.art. Tot.Tcom 
126 66 1838 980 0 . 280 0 . 0015 

A t.abela a se,;ulr ilust.ra os dados relat.ivos aos t.empos de 

comurúcaçSo num T- 800 rodando a 20 Mhz e Coram obt.idos de [7), 

com os t.empos Tst.art.up e Tcoon relat.ivos ao st.art.up e a 

t.ransmissllo de me~ens de 1 byt.e <sendo 

micro-secundos). 

Niv el de co.unicaçllo 

Dtret.o 
Primit.tvo 
SYSTEM 

<•> POSIX <Helios) 

Tst.art.up 

2.2 
124.4 

1445.0 
1459.7 

expressos 

0 .56 
0 .56 
0 .57 
0 .57 

em 

De ambas as t.abelas pode- se concluir que o t.empo de st.art.up 

e ' o Cat.or det.erminant.e da comurúcaç!lo, a menos que mensacens de 

t.amanho elevado venham a ser t.ransmit.idas o que nSo ocorre na 

prát.tca no caso esparso, onde em média as me~ens cost.umam ser 

da ordem de no mâximo 1 K byt.es em casos .. ext.remos", <para linhas 

com mais de 200 element.os nao nulos e de densidade elevada). 

Em casos t.lpicos de mat.rlzes de pot.ência, o t.empo de st.art.up 

• dominant.e nSo apenas sobre a comurúcaç!lo como sobre o t.empo de 

cálculo, pois nest.es casos é comum encont.rar-se apenas de 2 a 3 

element.os por linha o que acarret.a um volwne muit.o baixo de 

operaç~s arit.m6t.1cas Cace ao t.empo t.ot.al cast.o com st.art.up. 
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7. Conclusões 

Dos result.ados preliminares obt.idos observa-se que na 

maioria dos casos, o t.empo de st.art.up para uma arquit.et.ura 

baseada no sist.ema operacional Helios é dominant.e f"rent.e ao t.empo 

de cálculo, e que para o caso considerado <com apenas 3 

processadores), a ertciência de uma implement.aç:Jio paralela pode 

ser bast.ant.e quest.ionave l, se c omparada com uma implement.açilo 

seqUencial para o pro blema, pois nessa anállse prellminar n.llo se 

levou .. m consideraçl(o os at.rasos na comunicaçllo por canais ou 

processadores ocupados com a t-ransmissão de mensacens e que 

acabam r eduzindo ainda mais a e rtclêncla do proce sso paralelo. 

A t;rande vant.acem da f"at.oraçSo em paralelo est.á na 

possibilidade de se at.acar problemas de dimensão mais elevada, 

pois cada processador oper a apenas sobre um conjunt.o rest.rit.o de 

linhas. O t;ra nde desaf"io para que ist.o se t.o:rne viâvel é a 

imple ment.açilo parale la de t.odas as Cases desde o reordenament.o 

<at.ualment.e execut.adas seqUencialment.e em um (lnlco processador>. 
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