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Resumo

Neste trabalho, sdo apresentadas implementagoes paralelas do algoritmo do Gradiente Con-
jugado (GC) Precondicionado para resolugdo de sistemas lineares de equagbes esparsas, em
multiprocessadores com arquitetura hiperciibica. As computagdes do algoritmo GC paralelo
consistem primordialmente de operagbes matriciais que sdo implementadas em cada né do hi-
percubo, utilizando esquemas com paralelismo de dados. A implementagdo paralela sincrona
(no iPSC/860) apresenta razoavel desempenho, por outro lado uma versao assincrona preliminar

apresentou probl de convergéncia em sistemas de equagdes de porte médio provenientes de
cilculo estrutural.
Abstract

In this paper, parallel implementations of the Preconditioned Conjugate Gradient (CG)
algorithm for the solution of large sparse linear systems of equations, on a hypercube multipro-
cessor (iPSC/860), are presented. Computations with the parallel CG algorithm mainly consist
of matrix operations that are implemented on each node of the hypercube via data parallel
schemes. The synchronous implementation presented reasonable performance, however a pre-
liminary asynchronous version presented convergence problems when applied to a medium size
structural calculation problem.

1 INTRODUCAO

A resolugio de problemas cientificos e de engenharia, tais como: andlise de sistemas de energia
elétrica, previsio meteoroldgica, exploragao de petréleo, pesquisa em energia de fusao, simulagdes
aerodinamicas, sistemas especialistas, automagao industrial, defesa militar, anilise estrutural, entre
outros, conduz a sistemas de equagoes algébricas lineares de grande porte da forma Az = b. Esses
sistemas requerem grandes recursos computacionais, tanto no aspecto da capacidade de cdlculo,
como de velocidade de processamento.

Métodos numéricos para solugio dessas equagdes lineares podem ser classificados, de uma ma-
neira geral, em duas classes: iterativos e diretos. Qual dessas classes é mais eficiente, é uma
questdo que ndo pode ser respondida de uma forma geral, uma vez que depende de como definimos
“ eficiéncia”, e também do problema particular ou classe de problemas a serem resolvidos. Os
métodos iterativos sdo atraentes em termos de requisitos de armazenagem de dados, desde que sua
implementagao requer somente A (esparsa), b, z(i) e talvez um ou dois vetores a serem armaze-
nados (sendo z(i) o valor da aproximagio da solugio na iésima iteragao). De outra parte quando
A ¢ fatorada, nos métodos chamados diretos, podem surgir elementos nao nulos em posigdes que
anteriormente eram ocupadas por elementos nulos. Assim, é muitas vezes verdade que os métodos
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diretos para sistemas esparsos podem exigir mais armazenagem que as implementagdes de métodos
iterativos [1]. Como mencionado por George e Liu, a sequéncia de operagdes pode afetar sobrema-
neira a quantidade de cdlculos no processo de eliminagio Gaussiana [6]. J4 num esquema iterativo
o nimero de iteragoes executadas, depende muito das caracteristicas da matriz A [1], [11]. Uma
comparagio mais profunda de métodos iterativos e diretos em termos de requisitos computacionais,
todavia, estd fora do escopo deste trabalho.

Por outro lado, as observagbes acima tornam claro que, a menos que se explicite um contexto
bem definido, é complicado ou mesmo impossivel de se responder & questdo sobre que classe de
métodos iterativos ou diretos deve ser utilizada.

No presente trabalho, tratamos de um método da classe dos iterativos, ou seja, das versoes
sincronas e assincronas do método do Gradiente Conjugado (GC), uma vez que no contexto paralelo,
esse método em aplicagdes a sistemas de energia elétrica tem se mostrado competitivo, como mostra
o trabalho de Decker [18]. Apresenta-se, para uma particular combinagio algoritmo/arquitetura, a
implementagiao do método dos gradientes conjugados para resolugio de grandes sistemas esparsos
de equagdes lineares, utilizando multiprocessadores interligados em uma arquitetura hiperciibica.

Na Sec. 2 descreve-se a versio sequencial do método do Gradiente Conjugado, apresenta-se
uma proposta de paralelizagao do algoritmo, na sua versio sincrona, de modo a diminuir o niimero
de trocas de mensagens entre os processadores utilizando esquemas de paralelismo de dados.

Na Sec. 3 expde-se as caracteristicas de comunicagio sincrona e assincrona no iPSC/860, na
Sec. 4 apresenta-se a versao assincrona do GC. Na Sec 5 apresenta os resultados computacionais do
algoritmo, obtidos na méquina iPSC/860 com sistema operacional Unix-System V, quando aplicado
a um exemplo de cdlculo estrutural [4].

2 PARALELIZACAO DO METODO DO GRADIENTE CON-
JUGADO

O foco desta segdo é a descrigao da paralelizagio do método do Gradiente Conjugado visando o
méximo ganho de velocidade de processamento, mais especificamente numa maquina de topologia
hiperciibica e mais especificamente o iPSC/860 da Intel. A paralelizacio envolve virios problemas
de software e hardware, que sdao expostos mais abaixo:

Na subsegio 2.1 apresenta-se o método do Gradiente Conjugado (GC) na sua versao tradicional
(sequencial). Na subsegdo 2.2 discorre-se sobre a influéncia da arquitetura da maquina escolhida
na reformulagio do algoritmo e dé-se uma rdpida visio do sistema iPSC/860. Na subsegio 2.3
aborda-se a concepgao geral que conduz & estruturagio do algoritmo, além de consideragdes sobre
o particionamento do problema. Na subsecdo 2.4 descreve-se a estruturagao do algoritmo paralelo,
visando a obtengdo de um mdximo ganho de velocidade.

2.1 Método do Gradiente Conjugado

0 método do gradiente conjugado é um método cldssico [11] e as etapas basicas do algoritmo
iterativo (para k = 0,1,...) sdo apresentadas abaixo, onde:

<z,y>=2Ty (1)
é o produto interno dos vetores z e y € R™ e o residuo correspondente & k-ésima iteragio é
definido por:
r(k) :=b— Az(k) (2)
Inicialmente, escolha z(0) e faga
n0) = p0)=b - Az(0)

entdo calcule < r(0),r(0) > e < b,b >.
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A seguir, para k =0,1,2,... faca:
o q(k) = Ap(k)

Calcule <p(k),q(k)>

k), r(k
)= Smyth)>

r(k+ 1) = r(k) — a(k)q(k)
o 2(k+1) = 2(k) + a(k)p(k)
e Calcule <r(k+1),r(k+1)>

k+1 k+1
¢ oy - SR>

o p(k+1)=r(k+1)+ B(k)p(k)
onde o residuo r(k) € associado ao vetor z(k), isto é,
r(k) = b- Az(k)

que deve tender a zero, quando z(k) tende & solugdo. Sendo p(k) o vetor diregio na k-ésima
iteragdo. Um critério adequado para interromper o processo iterativo é quando

1
<r(k),r(k)>\2
(ssipay! < ®
onde ¢, no nosso caso, é da ordem de 1075,

A taxa de convergéncia do algoritmo GC depende sobremodo do nimero de condigao x da
matriz A. Uma estimativa desta taxa é dada em [9] e [13):

lz(k) ~2* Jla £ 2v& a(k) [|2(0)-2" |2 (4)

Assim, quanto menor for o mimero de condigdo, maior a taxa de convergéncia, ji que neste
caso,
K = '\"“f’ A (5)
min
Amaz(A) := maior autovalor da matriz4, Amin(A) := menor autovalor da matrizA,
Ou seja, quanto mais préximos estiverem, entre si, os auto-valores, mais rapidamente convergird
o algoritmo, conforme se pode verificar da equagao (4). Caso os auto-valores da matriz A estejam
excessivamente separados, o pré condicionamento pode ser utilizado, ou seja através de uma matriz
nao singular e simétrica C, tal que
A=(cHTac™? (6)
De modo que a nova matriz A tenha um nimero de condigio k(A) menor, e assim, diminua
o tempo de processamento, para a determinagdo da solugao. A matrix C é denominada “pré-
condicionador”; existem vérios tipos de pré-condicionadores na literatura, tais como, o escalamento
pela inversa da diagonal principal, a decomposigao Incompleta de Cholesky, dentre outros, sio os
mais utilizados [10]. No presente trabalho utiliza-se a forma mais simples de pré-condicionamento,
o escalamento das linhas e colunas da matriz A pela inversa da sua diagonal ou seja

C = diag(an,a22,.-.,8na)- @

Com esse tipo de condicionador 0 método é conhecido como GCED (gradiente conjugado es-
calado pela diagonal). No restante do trabalho, para facilidade de notagao, o sistema ji escalado
serd expresso por Az = b, ao invés de AZ = b.
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2.2 Influéncia do tipo de Arquitetura utilizada

O conhecimento da arquitetura da maquina, onde serd implementado o algoritmo paralelo é fun-
damental para um projeto eficiente. Assim, sio fundamentais as informagoes de que se deve dispor
sobre o multiprocessador, a topologia da conexio entre os processadores, o custo adicional de co-
municagio, a velocidade de computagio, a interconexio entre o hospedeiro e os nés, os acessos de
entrada/saida, e os recursos de meméria.

0 iPSC/860 da Intel é um computador de topologia hiperciibica, com 2¢ nds (processadores),
onde d é a dimensdo do hipercubo. Nessa topologia, a distancia mdxima entre dois ndés quaisquer,
ao longo das interconexdes, é d. Desde que, cada processador tem sua memdria local particular e
opera independentemente, a maneira dos nds se comunicarem entre si é via troca de mensagens.
Neste contexto, também, sdo fundamentais um sistema operacional distribuido, e um coprocessador
de comunicagao em cada né.

2.3 Paralelizagdo de Algoritmos

De uma maneira genérica, o projeto de algoritmos paralelos pode ser realizado sob diferentes
abordagens, como se infere dos trabalhos de Bertsekas [1], Gustafson [3] e mais especificamente em
relagdo ao GC, nos trabalhos de Fox [2] e Aykanat [12].

¢ uma forma natural é a partir de um algoritmo serial ja existente, ap6s adaptagdes, efetuar
sua paralelizagdo, sem tornd-lo demasiado especifico a um particular tipo de mdquina.

e em uma outra forma, a escolha do algoritmo e da mdquina paralela sao interdependentes ao
ponto em que o projeto de um tenha uma forte influéncia no projeto do outro.

Este trabalho adota uma combinagio das duas abordagens realizando a paralelizagio de um
algoritmo sequencial existente (o Gradiente Conjugado), numa particular topologia paralela, a hi-
perciibica, buscando manter uma portabilidade para mdquinas da mesma classe, ou seja, mdquinas
de memdria distribuida.

O presente trabalho estd centrado na ideia de tornar a versio paralela do GC em um algoritmo
com paralelismo de dados, como definido no trabalho de Hillis [14]. Algoritmos com paralelismo
de dados sao adequados para problemas caracterizados pelo fato de que as mesmas operagdes siao
repetidamente e independentemente executadas sobre um conjunto diferente de dados. Desta forma,
a paralelizagdo é efetuada particionando-se o conjunto de dados, ao invés da partigao da estrutura
do algoritmo, e no caso, opera-se sobre os subconjuntos de dados que sio alocados aos diferentes
processadores.

Algoritmos paralelos estruturados sob a forma de paralelismo de dados forarh originalmente pla-
nejados para utilizac 3o em sistemas com milhares de processadores [14], como o sistema Connection
Machine, que possui uma topologia matricial de processadores SIMD. Contudo, seu paralelismo ine-
rente também os faz adequados para execugado em multicomputadores com memdria compartilhada
ov distribuida.

O propésito do particionamento é a divisio do problema em subproblemas de modo que estes
possam ser distribuidos a diferentes processadores para serem resolvidos de maneira concorrente.
Existem dois fatores importantes que podem afetar o acoplamento entre os subproblemas, e portanto
a eficicia da partigdo, sao eles: as dependéncias entre os dados e a limitagdo de recursos do sistema
(quantidade de meméria e velocidade de comunicagio entre os processadores).

A dependéncia entre os dados determina o grau de paralelismo disponivel no problema. Con-
tudo, tanto o paralelismo realizdvel no multicomputador é restringido pelos recursos disponiveis do
sistema como pela velocidade do processador, e rede de interconexdo dos processadores.

O problema da partigdo pode ser simplificado quando a estrutura de dados for estdtica e regular,
como mencionado por Ni e colaboradores [15]. No caso, a equagio matricial Az = b estruturada
em duas dimensdes, permite que a partigio seja ao longo das linhas, colunas, ou ambas, i.e., linhas
e colunas.
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2.4 Estruturagao do algoritmo paralelo a partir do método do Gradiente Con-
jugado

A idéia bésica do algoritmo com paralelismo de dados é de que em cada um dos processadores,
sejam executadas, de forma concorrente, todas as operagdes bdsicas de matrizes e vetores do GC
serial, utilizando porém, os dados particionados atribufdos a cada um desses processadores. Por

outro lado, para se obter maiores ganhos de velocidade em um algoritmo com paralelismo de dados
é necessario minimizar:

® o tempo ocioso dos proces:adores, através da distribui¢io equilibrada do conjunto de dados,
entre os processadores de .nodo que as iteragdes neles executadas sejam concluidas simulta-
neamente (balanceamento de carga). Assim, quando houver necessidade de troca de mensa-
gens entre os processadores, eles estardo praticamente sincronizados, reduzindo os tempos de
espera.

e os tempos de comunicagio entre os processadores através da utilizagio de fungdes globais da
biblioteca de troca de mensagens.

Assim sendo, na primeira fase da estruturagio sob a forma de um algoritmo do tipo dados
paralelos, a cada né do hipercubo sdo atribufdas todas as operagdes do método do Gradiente
Conjugado, bem como as correspondentes partigdes do conjunto de dados. No caso, para um
hipercubo de dimensiao d, para i = 0,1,...,2¢ = 1, ao iésimo né serio alocadas A;, z;, ri, pi, ¢i, cOMO
sendo as iésimas parti¢oes de, respectivamente: matriz A e dos vetores z, r, pe q.

A seguir, mostramos como foi efetuada a minimizagio, tanto do niimero de ocasides em que se
faz necessdria a comunicagio, como do tempo utilizado em cada uma dessas comunicagdes.

Trata-se de identificar as ocasiGes nas quais se faz necessiria a comunicagdo, assegurando-se
que, em cada né do hipercubo, seja executado o algoritmo bésico com paralelismo de dados, na sua
versao sincrona, conforme escrito abaixo, para o i-ésimo processador:

o Inicialmente , para i = 0,1,...,2¢ — 1
escolha z;(0) = 0 e faga:
ri(0) = pi(0) = b; — Aizi(0)
Entéo calcule: <r;(0),r;(0)> e <bb>
A seguir para k = 0,1,2,...

gi(k) = A;p(k); (observe que o vetor p estd particionado)

Calcule: <p(k),q(k)> (os vetores p e g estio particionados, 1° comunicagéo).

Calcule:

_ <r(k),r(k)>

k)= k) a(k)> ®

ri(k 4+ 1) = ri(k) — a(k)qi(k)
2k +1) = 2i(K) + a(k)pi(k)

L]

Calcule: <r(k+ 1),r(k+ 1)> (o vetor r estd particionado, 2° comunicagao).

k+1),r(k+1
pilk + 1) = ri(k 4+ 1) + a(k)pi(k)

Monte p(k + 1) (o vetor p estd particionado, 3" comunicagio).

peg (<L D4 D> ar(k+ 1))k < 10-8
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Examinando-se o algoritmo bdsico acima e levando-se em consideragio que cada processador
somente possui os dados particionados que a ele foram alocados, hd necessidade de comunicagio
entre os processadores para a passagem dos.resultados parciais para o cdlculo das varidveis globais
(como, por exemplo < p,g> e a), utilizadas no processamento.

As operagdes em que se faz necessdria a comunicagio, com passagem de dados parciais, sdo:

¢ Calculo de:

24-1

> <pilk),qi(k)> (9)
=0

29-1

Z <ri(k+1),ri(k+1)>

=0

]

<p(k),q(k)>

<r(k+1),r(k+1)>

I

ou seja, < p(k),q(k) > vem a ser o somatério dos produtos internos dos vetores particionados
pi(k) e gi(k) que estdo distribuidos entre os i processadores e analogamente < (r(k+1),7(k+1) >.

e Montagem do vetor p(k + 1) a partir das particdes p,(k+1), ..., pi(k+1), ..., ppa_y(k +1).

Cada uma das etapas acima gera a necessidade de comunicagao, tanto para o computo do valor
global, resultado de um somatério, quanto para a montagem do vetor p a partir dos subvetores p;.
Uma vez identificadas as trés etapas de comunicagao do algoritmo no restante da se¢io mostramos
a viabilidade de redugio do mimero dessas etapas, de modo a melhorar o ganho de velocidade de
processamento. O cilculo dos produtos internos que, na versao original, demanda duas etapas de
comunicagio (das 3 etapas utilizadas em cada iteragio) foi reduzido para apenas uma.

O problema bdsico é encontrar as expressoes para os escalares globais a(k) e 8(k) em termos
de produtos internos, de forma a reduzir o nimero de etapas de comunicagio. O produto interno
<r(k+ 1),r(k + 1) >, substituindo o segundo termo pela relagio de recorréncia r(k + 1) = r(k) —
a(k)g(k), pode ser expresso por:

<r(k+1),r(k+1)> = —a(k) <r(k+1),q(k)> (10)
onde <r(fk+1),r(k)>= 0, j& que os resfduos gerados em duas iteragdes sucessivas do GC sdo

mutuamente ortogonais, (conforme Luenberger [16]).
Por isso, com a aplicagio da equagdo (10), no conjunto de equagdes (8) temos:

a(k) <r(k+1),q(k)>
T < (k) r(k)> (11)

Bk) =

Com o valor de a(k) das equagdes (8) aplicado em (11) resulta:

<k +1),q(k)>
<o), 4(k)> (12)

Utilizando a relagiio de recorréncia definida por r(k + 1) = r(k) — a(k)q(k), obtem-se:

B(k) =

<r(k+1),qk)> = <r(k),q(k)> —a(k) <q(k),q(k)> (13)

ou ainda :

<r(k+1),Ap(k)> = <r(k),Ap(k)> —a(k) <Ap(k), Ap(k)> (14)
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Reescrevendo a relagdo de recorréncia definida por p(k+ 1) do conjunto de equagdes (8) resulta:
plk+1) = r(k+1) + Blk)p(k)

e consequentemente:

p(k) = r(k)+ B(k—1)p(k - 1) (15)
Tirando-se o valor de r(k) da equagdo (15) temos:

r(k) = p(k)—B(k—1)p(k - 1) (16)

Desse modo, pode-se determinar < r(k), Ap(k) >, utilizando a equagdo (16) ou seja:

<r(k), Ap(k)> = <p(k)-B(k-1)p(k — 1), Ap(k)>
= <p(k),q(k)> (17)
Observe-se que
“<p(k—=1),Ap(K)> = 0 (18)

desde que os vetores de diregio gerados durante o algoritmo GC sejam ortogonais em A (Luenberger
[16]).
Inserindo a equagdo (17) em (13), resulta:

<r(k+1),q(k)> = <p(k),q(k)> —a(k) <q(k),q(k)> (19)
Aplicando a equagao (19) em (12) temos :

_ <q(k),q(k)> _
k) = alB)x iy e®)> ! (20)
Portanto, a partir dos produtos internos < r(k),r(k) >, < g(k),q(k) > pode-se determinar os
escalares globais a(k) e §(k), a partir do conjunto das equagdes (8) e (20) respectivamente.
Dessa forma, a partir da equagio (20) pode-se reestruturar o algoritmo paralelo GC bdsico de
modo a reduzir de trés para duas as etapas de comunicagdo em cada iteragdo. Segue-se abaixo a
nova sequéncia de cdlculos:

¢ Escolha z(0), faga r(0) = p(0) = b — Az(0) e calcule < r(0),r(0)>.
Entao para k = 0,1,2,...:

s Calcule gi(k) = A;p(k);
e Calcule <pi(k), gi(k)> e <qi(k),qi(k) >
s Calcule (via comunicagao entre processadores):

24-1

5 <rilk),ri(k)>

=0

29-1

¥ <mitk), alk)>

=0

29-1

Y <ailk),qik)> (21)

=0

<r(k),r(k)>

<p(k),q(k)>

<q(k),q(k)>
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o Calcule a(k) = %;%gz;
e Calcule (k) = W -1

<r(k+1),r(k+1)> = B(k) <r(k),r(k)>

ri(k + 1) = ri(k) — a(k)g(k)

2k +1) = 2:(K) + a(k)pi(k)

pi(k + 1) = ri(k + 1) + B(k)pi(k)
o Atualize p(k + 1), pela concatenagdo dos subvetores p;(k + 1), via troca de mensagens.
. Até:

(<r(k+ 1),r(k + l)>);,
<b,b>

Como se pode verificar das equagdes (21), o niimero de etapas de comunicagio foi reduzido de
trés para duas.

Cabe ainda, observar que o volume de comunicagio nio é alterado, desde que os trés valores,
correspondentes aos produtos internos, sejam acumulados numa iinica etapa de comunicagio nas
equagdes (21). O acréscimo de carga computacional por iteragio, apés a estruturagio proposta é
de somente uma multiplicagio escalar e uma subtragio escalar.

3 A COMUNICACAO SINCRONA E ASSINCRONA NO
iPSC/860

A troca de mensagens é o meio de comunicagio entre os diferentes nds do Sistema iPSC/860. Cada
processador tem sua memdria exclusiva, requerendo a explicita transferéncia dos dados. Quando a
informagao armazenada em um dado né é necessiria em outro processador, o né de origem deve
transmitir a informagéo e o n6 que a necessita, deve estar pronto para recebé-la.

Em geral, o tempo necessdrio para transmitir as mensagens é dependente da velocidade do
sistema de comunicagdo da miquina.

Cada um dos nés tem um médulo de comunicagio separado do processador, que utiliza um
hardware de chaveamento especial. Nenhum tempo de processamento é utilizado nos processadores
intermedidrios durante a troca de mensagens. Uma vez que o circuito de conexao é estabelecido, a
mensagem ¢ transmitida numa velocidade de 2,8 Megabytes por segundo.

As trocas de mensagens podem ser sincronas ou assincronas. e podem ter qualquer comprimento,
mas as mensagens entre o hospedeiro e um dado né ndo podem exceder 256 Kbytes.

3.1 Manipulagio de Mensagens Sincronas

As rotinas de troca de mensagens sincronas incluem o blogueio das transmissoes e recepgoes.
Quando um processo emite um pedido de recepgio de mensagem, deixa de executar instrugdes
(permanece bloqueado) até que uma mensagem do tipo esperado seja recebida. Se a mensagem
nao chega ao né, no momento em que o pedido é feito, o processo nao realiza nenhuma tarefa até
que essa mensagem chegue. Se a mensagem chega ao né antes que o processo tenha efetuado o
pedido, o processo espera até que a mensagem seja copiada para a memdria do processo, a partir
do “buffer” do sistema no qual foi temporariamente armazenada.

Similarmente, quando um processo faz um pedido de transmissao de uma mensagem sincro-
namente, o processo é bloqueado até que a mensagem seja copiada, pelo sistema operacional, da
meméria do processo transmissor para o sistema de transferencia de mensagens.
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As transferencias sincronas de mensagens sao essenciais para a correta implementagao de uma
grande classe de algoritmos, e sdo também 1iiteis para o desenvolvimento inicial e depuragio de
aplicagbes que serdo, eventualmente, utilizadas sob a forma de transferencia assincrona.

3.2 Manipulagao de Mensagens Assincronas

No contexto da comunicagio assincrona; as recepgoes assincronas permitem aos processos alertarem
o sistema operacional de que certas mensagens estdo sendo aguardadas e deverdo ser distribuidas
a esses processos tao logo cheguem, mesmo que o processo esteja ocupado realizando outras ta-
refas naquele momento. O processo nao aguarda ociosamente pela mensagem que deve chegar,
pelo contririo, continua a executar instrugdes até que a informagdo existente na mensagem seja
solicitada. Entdo, o processo deve verificar se a mensagem ja foi distribuida; em caso afirmativo,
o processo pode utilizd-la imediatamente; caso contrdrio, o processo, nesta ocasiao, utiliza o valor
mais atualizado existente.

A transmissido ou recepgao assincronas ndo bloqueiam o processo. O envio assincrono é feito
através da fungdo” isend()”, e a recepgio assincrona € efetuada com “ irecv()”. Para se utilizar a
comunicagio assincrona nao se pode utilizar as operagdes globais do sistema iPSC, como: “gcol()”,
“gdsum()", etc, devido ao seu carater sincrono. Deve-se utilizar as instrugoes “ isend()” e “recv()”,
além de designar os nés de destino utilizando cédigos de Gray (conforme proprée Chen [8]) de modo
a reduzir os tempos de comunicagio entre os nés.

4 IMPLEMENTACAO DA VERSAO ASSINCRONA

Na implementagiao da versao sincrona do Método do Gradiente Conjugado o tempo consumido
em comunicagao foi maior em relagio ao tempo de processamento paralelo, na medida em que foi
aumentado o nimero de processadores com a dimensao do problema mantida fixa. Esta foi uma
das razoes que motivou a implementagio da versdo assincrona, buscando reduzir o sobre-custo de
comunicagao.

A principal vantagem na utilizagao das versdes assincronas dos algoritmos decorre justamente
da redugdo da necessidade de sincronizagido, com a redugdo do sobre-custo de tempo devido a
esperas ociosas. Em contrapartida aparecem restrigoes mais fortes nas condigdes de convergéncia do
algoritmo como mencionado no trabalho [17), e uma maior dificuldade na detecgdo da terminagio,
além de uma maior dificuldade de implementagio devido & complexidade do gerenciamento das
mensagens pendentes, assim como na fase de depuragio do programa.

Na versao assincrona o algoritmo do Gradiente Conjugado, procedeu-se as alteragdes na versio
sincrona, definida nas equagdes (21), chegando-se ao algoritmo descrito abaixo. As operagdes foram
escritas para o i-ésimo processador:

e Escolha z(0), faga r(0) = p(0) = b — Az(0) e calcule <r(0),r(0)>.
Entao para k = 0,1,2,.. .:

e Calcule g;(k) = A;p(k);

# Calcule (através da comunicagio assincrona entre processadores):

291 . ,
<r(k)rK)> = 3 <rilk— k), rilk - el(k))>
1=0
241 , :
<p(k).q(k)>@ = 3 <pilk—el(k)),qilk - el(k))>
=0
29-1 , '
<q(k)qk)>@ = Y <qlk—el(k),q(k - €l(k))> (22)

=0
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a(k)e) <r(k),r(k)z‘!:)!
k) _ alk) <q(k)»'l(’;)(‘>)'(q 1

<r(k +1), T(k + l))(,', = ﬁ(k)(;) <r(k),r(k) > (i)
ri(k+ 1) = ri(k) — a(kK)qi(k)

zi(k +1) = zi(k) + a(k)pi(k)

pilk+ 1) = ri(k + 1) + B(k)pi(k)

Atualize p(k + 1);), através a comunicagio assincrona entre os processadores e passagem dos
subvetores p;(k + 1), que foram calculados em cada né.

o Até:

(<rk+<l r>k+l>);. & w

(23)

Observagao 1: e](k) corresponde ao retardo determinado pelo nimero de iteragoes em atraso
(com referencia ao processador mais rapido) existente no i-ésimo processador em sua k-ésima
iteragio que recebe a informagdo do jésimo processador; normalmente, é utilizado o iltimo va-
lor disponivel em cada processador.

Observagao 2: para o cdlculo dos produtos internos <r(k),7(k)> ),
<p(k),q(k) >3 e <q(k),q(k) >(), hd a necessidade de comunicagio entre os processadores para,
através a soma desses resultados parciais obter-se as variiveis globais para o né i. Exemplificando,
< pi(k — e’(k)) gi(k — e-’(k)) > representa o produto interno dos subvetores particionados (p; e
g;) que estao distribuidos pelos j-ésimos processadores e que sdo utilizados na k-ésima iteragio do
i-ésimo né, e que correspondem a valores de iterages com atraso igual a el(k) € {0,1,...,1} para
algum nimero inteiro { > 0.

Observagéo 3: as partigdes po(k+1), ..., pi(k+1i), ..., Pga_q(k+1), que se encontram distribufdas
entre os processadores sdo passadas, através de mensagens aos nés vizinhos, e em seguida ordenadas
para atualizagdo do vetor global p(k 4 1);).

Assim, em duas ocasiGes, nesse algoritmo (a cada iteragao) sio efetuadas as comunicagoes
assincronas entre os processadores, utilizando-se o 1iltimo resultado atualizado disponivel em cada
processador.

Na versio assincrona os produtos escalares < r,r >, < p,q> e < g,q > sib determinados da
seguinte forma:

e alocagio das particdes da matriz A e dos vetores r, p e g aos nds, utilizando cédigos de Gray;

e utilizagdo das fungdes de comunicagio isend(), irecv() em cada etapa de comunicagio ao invés
da fungdo global gopf();

e aprimeira iteragio é efetuada com transmissdo e recepgao de mensagens entre 0s nés, aguardando-
se a concluso através msgwait();

na segunda iteragio posta-se a recepgio e efetua-se a transmissao, mas utiliza-se na operagao
de soma o resultado que é passado anteriormente, sem aguardar a mensagem do né vizinho,
de modo a evitar tempo de espera;

e na terceira e demais iteragdes verifica-se se a mensagem foi recebida, através de msgdone(),
em caso afirmativo ela é utilizada, caso contrario, prossegue-se utilizando o iltimo resultado
disponivel, de modo a evitar as perdas de tempo enquanto se aguarda a atualizagao.
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Na iiltima etapa do algoritmo em que se faz a atualizagdo do vetor p(k + 1), ela é realizada da
seguinte maneira:

s efetua-se a primeira iteragdo com irecv(), isend() e msgwait(), aguardando-se a recepgio das
partigdes do vetor p(k) existentes em cada nd, concatenando-se de modo a obter o vetor p(k)
atualizado.

e na segunda iteragdo posta-se a recepgao com irecv(), efetua-se a transmissao com isend(),
mas nao se aguarda a recepgao; na concatenagao utiliza-se os resultados anteriores;

na terceira e demais iteragies verifica-se através msgdone() se a mensagem do né adjacente
chegou, em caso afirmativo utiliza-se este resultado para a concatenagao e obtengio do vetor
p(k), caso contrdrio utiliza-se o iltimo resultado recebido do né adjacente para efetuar a
concatenagao; nestas iteragoes também é verificado, através msgdone() se foi concluida com
éxito a comunicagao, em caso positivo efetua-se isend(), em nenhum caso, ha perda de tempo
aguardando recepgao ou transmissio;

O processamento é interrompido naquele processador em que é constatado um erro menor do
que 1075, sendo que este mesmo né fica responsavel pela interrupgao dos processos dos nés vizinhos
bem como pela transmissdo do resultado final ao hospedeiro.

5 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

A fim de avaliar o desempenho da versdo paralela sincrona do método do Gradiente Conjugado
(escalado pela diagonal principal) no iPSC/860, foi utilizado inicialmente, para teste do algoritmo
um problema de cédlculo estrutural.

Trata-se de um sistema de equagdes matriciais oriundas de utilizagio do método de elementos
finitos na andlise de tensdes em uma estrutura anelar, com 1290 graus de liberdade. Este problema
estd associado & solugdo de um sistema Az = b, onde A é uma matriz simétrica A(1290 x 1290),
esparsa, com uma largura de banda de 359 elementos. Sendo essa matriz esparsa A armazenada em
duas outras: (a_compac) e (n_col). A primeira (a_compac), contem apenas os elementos nao nulos,
armazenados em linhas correspondentes de A, a segunda (n_col), contem o niimero das colunas que
relacionam, entre si, os elementos de (a.compac) e de A. Desta forma, economiza-se o espago de
memédria local em cada processador.

Na tabela (V.1) sdo apresentados os tempos de processamento em um VAX-11/785, do modelo
de elementos finitos dessa estrutura anelar [4], sio mostrados os tempos (em segundos) corres-
pondentes & utilizagdo de trés rotinas de métodos diretos, (Skyline, Frontal e Esparso) da solugao
multi-frontal do sistema de equagdes.

SKYLINE | FRONTAL | ESPARSO
TEMPOS (seg) | _ 62,00 67,68 65,48

Tabela V.1 Tempos de processamento em um VAX-11/785 (segundos)

Na avaliagio foram utilizados dois indices de desempenho: ganho de velocidade e eficiéncia no
paralelismo [19]. O ganho de velocidade (speed-up) aqui utilizado é definido como a relagio entre o
tempo consumido quando da execugdo em um tnico processador, e o tempo gasto na execugio em
n processadores. A eficiéncia do paralelismo é definida como a relagio entre o speed-up e o mimero
de processadorus.

Na andlise do desempenho do método do Gradiente Conjugado Paralelo implementado no
iPSC/860, foram obtidos os seguintes tempos:
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Processadores | Tempos (seg) | N° de iteragoes | Speed-up | Eficiencia

1 24,369 1167 1,0 100,00%

2 17,117 1167 1,423 71,15%

4 13,754 1167 1,771 44,27%

8 13,527 1167 1,801 22,51% |

Tabela V.2 Tempos, iteragdes, speed-up e eficiéncias

5.1 Anadlise dos resultados

O tempo de processamento numa topologia hiperciibica, na versio sincrona, pode ser expresso da
seguinte forma [5]:
Tps

Tpp = + Teom + Tbloquaio (24)
proc
sendo,
Tpp := Tempo de processamento paralelo
Tps = Tempo de processamento sequencial
Nproc = Niimero de processadores
Teom := Tempo de comunicagio entre os
processadores
Thioqueio = Tempo de bloqueio para sincronizagio
de processadores
—TL := Tempo de processamento se a comunicagio
Nproe

fosse instantianea e sem bloqueio

Em muitos algoritmos paralelos que utilizam comunicagio intensa, como ¢ o caso do Gradiente
Conjugado paralelo, o tempo consumido na troca de mensagens entre os processadores representa
uma fragdo significativa do tempo total necessdrio para a resolugdo do problema. Dessa forma,
pode-se admitir, neste caso, um sobre-custo devido a atrasos de comunicagio, que pode ser expresso

através da relagao: 7

T~ Fpree
—
Top
que representa a relagio entre o tempo consumido em comunicagio entre os processadores mais o

tempo de bloqueio, e o tempo de processamento paralelo total. Este sobre-custo ou atraso, a partir
dos dados obtidos para o GC estd tabulado abaixo:

(25)

Catrase i=

Processadores C.g..,_._,__
2 28,81% |
4 55,70%
8 77,48%

Tabela V.3 Percentual consumido em comunicagao

Assim, o tempo consumido em comunicagdo é considerdvel e proporcionalmente mais elevado
em relagio ao tempo de processamento, quando a dimensio do hipercubo aumenta e a dimensdo
do problema permanece fixa. Assim sendo, a versao do algoritmo do Gradiente Conjugado (GC),
na sua versio sincrona, mostra-se mais adequado quando o nimero de incégnitas é elevado (excede
mil varidveis). Sendo que para o caso de mil incdgnitas, para o iPSC/860 com 8 processadores, o
ganho de velocidade (speed-up) ainda é inferior a 2. Para explorar essaa caracteristica de melhores
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eficiéncias, estdo sendo avaliados (em fase de testes) sistemas de dimensio mais elevada, bem como
esquemas alternativos de implementagao do GC paralelo.

A implementacao preliminar da versido assincrona, acima descrita, utilizada para resolver o
mesmo exemplo considerado na aplicagdo sincrona, apresentou problemas de convergéncia. O
problema ocorre, quando a partir da centésima iteragao, o processo entra em um ciclo oscilatério
quando o erro, atinge a ordem de 10~?, impedindo dessa forma que se chegue a uma solugio com
a precisao desejada. Todavia a velocidade de convergéncia, antes que esse regime oscilatério fosse
atingido, encoraja implementagoes alternativas do esquema assincrono com diferentes estratégias
de controle de troca de mensagens, que atualmente estio em investigagio.
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