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RESUMO

Neste trabalho trata-se da solugiao do problema classico de um sistema de equagdes lineares
esparsas Az = b. Na analise de sistemas de energia elétrica, este problema surge no calculo de fluxo
de poténcia, estabilidade transitoria, transitérios eletromagnéticos e outros de sistemas de energia
elétrica. A utilizagao de computadores vetoriais é considerada, sendo que analisa-se a utilizagao da
metodologia da matriz de fatores inversos W com particionamento. Recentes artigos propuseram e
testaram esta técnica na etapa solugao do problema. Analisa-se aqui estes métodos e propde-se uma
nova metodologia para resolver equagbes algébricas esparsas utilizando processamento vetorial.
Palavras Chaves: Esparsidade, Processamento Vetorial, Fluxo de Poténcia, Estabilidade Transitéria.

METHODOLOGY FOR SOLUTION OF SPARSE ALGEBRAIC EQUATIONS
ON VECTOR COMPUTER

ABSTRACT

This paper deals with the classic problem of sparse matrices Az = b. This problem is present in
power systems studies such is power flow, transient stability, electromagnetic transient and others.
The uses of vector computer have been discussed for utilization of factor inverse matrix methodology
with partitioning. Recent papers have presented and discussed the problem solution using this
methodology. These methods are analysed and are described, showing one new methodology for
solution of sparse algebraic equations.
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1. INTRODUGAO

h

a uma coluna ou linha da matriz A. Neste caso pode-se
expressar L como: L = LyLy-:-L,, onde L; é uma ma-

O desenvolvimento dos computadores de alto d
tem estimulado as empresas de energia elétrica a implemen-
tarem sist ionais, que p resolver muito
mais rapidamente problemu de anilise de sistemas de ener-
gia elétrica. Muitos destes problemas, como por exemplo
cilculo de estabilidade transitéria, requerem muito tempo de
simulagio para estudo de apenas um caso, nos computadores
tradicionais. Nestes probl p a etapa de solugio de
um conjunto de equu;au Igébricas li e que
devido ao alto grau de esparsidade é resolvido com Lécnicas
de programagio de matrizes esparsas. Resolver de forma mais
eficientes problemas como estes ¢' motivo para estudos de no-
vos algoritmos, e para utilizagio de computadores mais pode-
resos.

Uma configuragio possivel de centro de processamento de
alto desempenho ¢ a moetnada em [1], que possui um super-
computador (com capacidade de p mento vetorial) e
uma rede de estagdes que utilizam o mesmo sistema opera-
cional. Desenvolvimento como este auxiliam em muito nos
problemas de anilise de sistemas de energia elétrica. Por ou-
tro lado o aparecimento de novos para resolver
sistemas esparsos de equagdes algébricas, como o método de
vetores esparsos [2], o método de matrizes W [3] e métodos
de particionamento de matrizes (4], [5], [6], tém estimulado o
interesse em implementar programas cada vez mais eficientes
para computadores multiprocessadores [5] [6] ¢ computadores
vetoriais [7] [8].

Depois de uma revisio na formulagio geral, nos concei-
tos bisicos de matrizes W, e uma andlise das mais recen-
tes metodologias para resolver sistemas esparsos de equagoes
algébricas em computadores vetoriais, este trabalho apresenta
um algoritmo para solugio de equagdes de redes de energia
elétrica,

2. FORMULAGAO GERAL

Muitos probl de si de gia elétrica necessi-
tam resolver um conjunto de equagdes algébricas que é posto
na seguinte forma:

Az = b (1)

onde A é uma matriz esparsa e simétri
desejada e b é um vetor conhecido.

A matriz A é fatorada como A = LDL', onde L é uma ma-
triz triangular inferior com diagonal unitiria e D é uma matriz
diagonal. A solugio do sistema é obtida em trés passos: subs-
tituigdo “forward” (Lz = b), divisio pela diagonal (Dy = z) e
substituigio “backward” (L'z = z). Nestas substituicdes sio
feitas operagdes elementares (multiplicagio-adigio) em uma
certa ordem (relagdes de precedéncia). O célculo da matriz
L é precedido de uma ordenagio das linhas/colunas da ma-
triz A, geralmente, com objetivo de reduzir o aparecimento
de novos elementos diferentes de zero (“fill-ins”).

Pode-se também calcular a solugio de (1) do-se matri-
zes de fatores inversos W = L=' [3]. Assim a solugio fica:
z=Wb y=D"2ezx=W'y A diferenca em relagio a
solugio anterior é que agora sio usadas operagdes matriciais,

vezes pode ser conveniente agrupar algumas operacées
vizinhas como, por exemplo, as operagdes correspondentes

, 0 vetor z é a solugd

triz identidade exceto na i-ésima coluna que contém a co-
luna i de L, € que corresponde ao a.sﬂlpnmento de todas as
transfi drias para processar a co-
luna 1 de A Consequentemente pode-se expressar W como:
W =L = W,---WaW,, onde W; = L]’ e portanto tem
os mesmos elementos fora da diagonal que L;, apenas com os
sinais trocados. Deve ser natado que L; e W; correspondem
20 processamento de um nd da rede elétrica.

1 triz W

Particionar uma matriz W (ou a matriz L se for o caso) sig-
nifica agrupar W, ou W/ adjacentes de tal modo a realizar as
correspondentes operagdes em bloco. Cada bloco de colunas
(ou linhas) é chamado de uma partigio da matriz. Assim:

£ o= WL Wi WD Way - WayWiph  (2)

onde Wy, Wyp e W, representam as operagdes corresponden-
tes & partigio 1, partigdo 2 e partigio n, respectivamente,

A solugio pode entdo ser obtida em 2np etapas seriais (ndo
consid do a d 1) partind da direita para a es-
querda, com pua.lehsmo dentro de cada partigio. Alguns
trabalhos ([4], [7] € [5]) tém estuuuu metodolgia na etapa de
solugio para uso de computadores de alto desempenho.

3. ESQUEMAS DE PARTICIONAMENTO

As relagoes de precedéncia entre as linhas/colunas das ma-
trizes L ou W podem ser postas em um grafo dos caminhos
de fatoragio da matriz A [2]. A fim de verificar estas relagdes

id a rede da Figura 1, que gera o grafo
da Figura 2, depois de uma ordenagio ML-MD [9]. Esta or-
denagio leva em consideragio a profundidade (“length” ou
“depth”) de cada né mo grafo de fatoragio como primeiro
critério de escolha, quando dois nés empatam o desempate é
feito considerando-se o niimero de nés vizinhos. Diferentes
ordenacdes podem produzir diferentes grafos de fatoragio e

também alterar o ni de el tos “fill-ins” em L.
4 10 <9 1
@ s 4
14 19
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LY 7@ 96 [ 1)
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L—'———.—JI

Figura 1 - Rede 20 nés
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Figura 2 - Arvore dos caminhos de fatoragio

A principal idéia da abordagem da matriz Wé tentar eli-
minar as relagdes de precedéncia das operagdes elementares
durante o processo de substituigio. Nota-se que na “for-
ward” usando W, todas as operagdes de multiplicagio po-
dem ser feitas independentemente uma das outras, mas infe-
lmnente as operagdes de adigio nio podem ser feitas simul-
t C d com as solugdes que

p esta solugd
usam as operagoes elementares como tarefa, percebe-se que as
c6es de multiplicagdo estio relacionadas com as relagdes
de precedéncia e as operagdes de adigio com as relagdes de
ndo-simultaneidade. Desta forma usar a inversa da matriz L
significa quebrar todas as relagdes de precedéncia, permane-
cendo porém as relagdes de ndo. ltaneidade. O custo da
quebra das relagdes de precedéncia é um trabalho extra, pois
‘a matriz W nio € tio esparsa quanto a matriz L. Estes novos
elementos nio-zeros sio “fill-ins” adicionais que, sendo nume-
rosos, podem contrabalangar o ganho obtido com a realizagio
das multiplicacdes em paralelo [12].

Uma das preocupagdes ao particionar a matriz W é nio
gerar muitos “fill-ins” adicionais, o que pode comprometer o
desempenho da solugio. Neste sentido, a referéncia [4) propae
trés esquemas de particionamento da matriz W que permi-
tem controlar o aparecimento de “fill-ins” adicionais. Estes

830 baseados na profundidade dos nés no grafo de
hlom;nn Se os nés de mumn profundidade sio ordenados
em sequéncia, entio ao agrupi-los numa partigio p, nao sur-
girdo “fill-ins” adicionais nesta partigio.

Os algoritmos de particionamento descritos em [4] tém
como caracteristicas:

o Algoritmo PA1 - nenhum “fill-in” adicional é permi-
tido e nenhum cdlculo extra é feito pun obtengio das
partigdes W. Faz-se o partici agrupando nés
de uma mesma profundidade.

e Algoritmo PA2 - nenhnm 'ﬁ[!-ln adicional ¢ permitido
e sio ari iplicagdes entre W, vi-
zinhas para obter as partides W Este algoritmo usa
o mesmo critério de PA1, mais uma fungio para veri-
ficar se as posicdes onde surgiriam potenciais “fill-ins”
j& estio preenchidas. -

o Algoritmo PA3 - uma porcentagem de “fill-ins” adici-
onais é permitida por partigio, sendo necessirio mul-
tiplicagdes entre W para obter as partigies W. Usa

todos os critérios de PA2, e conta o nimero de “fill-
ins” adicionais comparando-o com uma porcentagem
pré-determinada.

Os dois primeiros algoritmos tém como vantagem o fato
que ndo criam trabalho extra, mas geram muitas parligges,
significando muitos passos sequenciais e a maioria deles com
pouco trabalho a ser realizado. O algoritmo PA3 pode gerar
poucas particoes se uma grande porcentagem de trabalho ex-
tra for permitida; mesmo assim algumas particoes podem ser
muito pequenas.

A referéncia [T] também ap ta uin esq a de particio-
namento, buscando nao gerar nenhum “fill-in” adicional. Este
esquema ¢é semelhante ao PA2, mas com um critério bastante
simples para verificar se a0 agrupar nés de profundidades di-
ferentes nio surgirio novos el 8. O critério iste em
verificar o grau de cada né depois de uma ordenagio MD (o
cldssico esquema 2 de Tinney [10]).

Outra proposta tada em [5] também usa a idéia
de particionar W baseando-se na irvore dos caminhos de fa-
toragio, mas o faz de uma maneira completamente diferente
e com outros objetivos. Este esquema consiste em partici-
onar a matriz levando em consideragio a profundidade dos
nés, e busca guebrar relagdes de precedecéncia das pequenas
partigdes (iiltimas), da seguinte forma:

e cada partigdo ¢ associada a uma profundidade da arvore
de fatoragio, ou seja, a partigdo p corresponde a todos
o8 nés de profundidade p;

o particionamento prossegue até ser atingida uma pro-
fundidade escolhida (chamada profundidade de corte) e
entdo todos os nés tes sio idos em uma
tinica particio (chamada de dltima parti¢do).

A escolha da profundidade de corte é heuristica e nio é
critica, pois o nimero de folhas por profundidade decresce ra-
pidamente.

A Figura 3 mostra a estrutura da matriz W para a rede
20 nds ordenada pelo esquema ML-MD, com 3 partigdes obti-
das através deste partici to. Outras ordenagdes como
a MD [10], ou MDMNP [11] geram estruturas diferentes.
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novo elemento diferente de zero (portanto preservado a es-

1[x parsidade de L). Observa-se que todas as operagdes de cada
2] x coluna podem ser realizadas de forma vetorial, porém cada co-
3 X luna ém poucos el tos dife de zero, acarretando
4 x vetores muito curtos e, assim de pouco eficiéncia para proces-
5 X samento vetorial. Nota-se ainda que todas as operagdes de
6 * multiplicagdo dentro de uma partigio podem ser feitas sem
7 * nenhuma relagio de precedéncia e isto, levou a colocar os
8 56 elementos de cada partigio em um longo vetor. Podendo-se
9lx X entio, realizar todas as multiplicacdes de uma mesma particio
1 o 5 usando os de p t ial. As opcfwéa
" " " de adigio continuam sendo feitas de forma escalar devido as
15 5% % % relagées de nao-simultaneidade.
e x i Recente publicagio [8] usa matriz W com as mesmas dire-
10 ¥ " * trizes de particionamento de (7], mas implementa uma meto-
12 % * @ % dologia de armazenamento de cada partigio que torna mais
19 ™ x B9 x eficiente a solugio vetorial dentro de cada partigio. Sio cri-
13 a* @ @ xx adas pseudocolunas dentro de cada partigio, veja Figura 4,
13 ¥ 8 K9 BB X obtendo-se colunas densas que sio entio processadas vetori-
18 x x xX® @@ @ X almente;
20 x x ® xX|0R®O @@ X
part. 71 part. #2 part. #3 12345678 123456178
x original ® “fill-in” o W-fil 1[x 1[x
x
Figura 3 - Matriz W particionada § ® g % %
4 x 4 x
Como esperado nas duas pri partigdes nao surgiu ne- 5 x 5 x
nhum novo el to ni , enquanto que na idltima apare- 6 * 6 x
ceu apenas um “fill-in” adicional, Deve ser notado que todas 7 x 7 x
as informagdes Arias para o partici to podem ser 8 x 8 X
obtidas da &rvore de fatoragio da rede, e que somente a dltima alx 9%
partigio requer cdlculos extras para sua obtengio, como de- 11 - 11 |x
talhado em [13]. 14| - x 14]x
e — e x x
De acordo com eote-uquemt de particionamento pode-se :z o 5 :: %
agora escrever a equagio (6) como: 10 10]x
12| —-—x 12|x
el e
T o= WiWi. WD DIW.---WaWib  (3) :: : ig : N
onde as operagdes com a diagonal D~ sao agora divididas em 17| =———x 17
D;1,, referente as primeiras (p— 1) particoes e D}, ref 18 x 18[x x
i tdltima partigao. 20 | -He——x 20 |x x

Como as operagoes correspondentes i tltima partigio nio
tem relagio com as operages de D!, a equagio (8) pode

ser reescrita como:

z = W;W; s, W,'._, D;.:, wupwn—l - WaWib (")

onde Wy, = WiDJW, ¢ calculada de forma que as
operagdes correspondentes a “forward”, diagonal e “back-
ward” desta iltima partigio sio feitas de uma sé vez, sendo
portanto calculada a matriz W,y que agora é cheia. Nesta
matniz aparece adicionais elementos diferentes de zero, o que
a primeira vista pode parecer uma desvantagem, mas este
trabalho extra é que permite explorar diretamente processa-
mento vetorial na parte menos esparsa da matriz.

3. PROCESSAMENTO VETORIAL

A referéncia (7] propde uma solugio usando matrizes de
fatores inversos W com particionamento, sem gerar nenhum

(a) col. originais (b) pseudocolunas

Figura 4 - Formagio das pseudocolunas

O niimero miximo de elementos por linha em cada partigio
determina o niimero miximo de pseudocolunas desta particio,
sendo que em sistemas reais este niimero é pequeno, conforme
nota-se pelas Tabelas I e I, que mostram estes nimeros para
uma ordenagio MLMD, com o particionamento de [5]. Nestas
tabelas sio feitos virios parti com a finalidade de
verificar o tamanho da iltima partigio, utilizando o sistema
teste IEEE-118 com 118 barras, ¢ o sistema sul-sudeste brasi-
leiro com 1729 barras. O tamanho de cada partigio pode ser
obsevado na Tabela 111, que mostra também que a ordenagio
MLMD ¢ mais adaqueda para este particionamento de W, por
gerar partigdes maiores no fnicio e criar “fill-ins” nas particdes
que formardo a dltima que serd uma matriz cheia, de acordo
com o particionamento que pretende-se usar. Os nd en-
tre colchetes indi os el diferentes de zero originais
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na matriz L, e os ni entre parent indi os “fill- Tabela III - Distribuigio das colunas nas diferentes
ins” gerados por cada ord H profundidades.
us-bum[:ﬁ]ﬂf l?29-bulu[2]5¢!
Tabela I - Sistema com 118 barras. IProf{ MD [MLMD[MDMNP] MD [MLMD]MD
Particoes (86) | (122) (86) |(1201) (1732) | (1211)
Passos 2 3 4 5 6 7 0 48 56 52 807 956 875
seriais 1 25 27 26 347 380 364
1 (W) 4 4 4 4 4 4 2 11 13 12 184 172 168
2 (Wa) -4 ]l4a]4a]4d]4 3 6 8 8 107 78 98
3 (W) = - 4 4 4 4 4 6 4 5 68 46 57
4 (W) - - - 3 3 3 5 5 2 3 45 25 37
sy |=1=-[=)=]2]|2 6| 3 1 3 34 | 16 26
6 We) |-|-1-1-]-12 7| 3 1 2 24 | 10 20
T (Wap) |62 [35]|22|14(10] 8 81 3 1 2 18 7 1
s wH [-|-|-1-[-1]38s 9| 2 1 2 15 4 8
9w |-|~-|-|~-|9]5s 0] 1 1 1 9 4 i
10 (W) sl =18 )@ |8 11 1 1 1 8 3 6
uwhH |-|-|s]sele]s 12| 1 1 1 7 3 5
12 W) |-13]a]s]|a]s 13) 1 1 5 3 3
13 (W) | 3133|333 4] 1 3 3 3
total 69 | 49 [ 46 | 47 | 54 | 62 1501 1 3 2 3
16 3 2 2
17 3 2 2
18 2 1 2
19 2 1 2
20 2 1 2
‘Tabela Il - Sistema com 1729 barras. 21 2 1 2
Partigoes 22 2 1 2
Passos 45]|6[T7T] 8 9 23 2 1 2
seriais 24 2 1 2
1 (W;) |9|9|9[9] 9 | o 25 2 1 2
2 (W) |7|7|7|7] 7| 7 26 2 1 2
3 (Wa) |s|s|s|s] 5 | s 27 1 1 3
4 (Wy) |-|4a[a]|4] 4 4 28 1 1 1
5 (Ws) |-|-|4|4] ¢ | 4 . . :
6 (We) |=|-|-|4] 4 4 ‘[
I prof.
; EVWVI} i o o o I ; max| 15 | 13 12 47 | 30 41
9 (Wup) [21[143{97(72| 56 | 46
10 W) |-|-|-]-] - |17
n wh [-|-1-|-5 |15
12 (Wg) [-|-f-[1w0f 10 | 10 O fato de poder-se criar poucas pseudocolunas nas primei-
13 (W3) |=|=|10f10] 10 [ 10 ras particdes, por exemplo 4 para a primeira partigio do sis-
M (W) [-|9f9]9f 9 9 tema 118 que contém 56 colunas originais, mostra a eficiéncia
15 (W) [T)7|7)7| 7 7 desta técnica de armazenamento para o processamento veto-
16 (wh) (77|77 7 [ 7 gl
17 (W) |6|le]|ef6] 6 | 6
total _[262[197[165[154] 157 | 167 4. METODOLOGIA PROPOSTA

Neste trabalho propde-se utilizar o particionamento de [5],
com a técnica de criar e armazenar pseudocolunas para as
primeiras particoes, e quando as estas tenderem a ficar com
poucas colunas agrupi-las em uma iinica partigio, obtendo-se
uma matriz cheia que substituird as etapas tradicionais: “for-
ward” e “backward” para as colunas agrupadas. Assim a me-
todologia busca aproveitar o bom desempenho da proposta da
referéncia [8], que foi desenvolvida buscando nio criar traba-
lho adicional e que notadamente é boa para partiges grandes,
mas cria vetores curlos para as partigoes com poucas colunas,
que 530 muitas nos problemas de redes elétricas. Neste ponto
busca-se explorar a vantagem de outra metodologia feita para
multiprocessamento, mas que se adapta perfeitamente bem
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para processamento vetorial, que é o agrupamento em uma
matriz cheia. Desta forma a solugio tem agora os seguintes
passos:

ordenagio MLMD;

fatoragio LDU;

formagio da matriz W particionada de acordo com [5],
levando em conta as caracteristicas do computador para
escolher o tamanho da dltima partigio (Wup);

formar pseudocolunas para as p— 1 particdes e adaptar
o vetor b para as psendocolunas;

obtengio da solugdo com as pseudocolunas e a partigio
Wup de forma vetorial,

Na solugio de problemas como estabilidade transitéria,
transitérios eletromagnéticos e outros, os primeiros quatro
passos sio realizados apenas uma vez para centenas de ve-
zes que se faz o iiltimo passo, daf a grande importancia de
conseguir-se ganho nesta etapa.

5. CONCLUSOES

Resolver problemas de redes elétricas com técnicas de pro-
gramagao de matrizes em computad de alto de-
sempenho, exige mudangas significativas: na forma como tra-
dicionalmente sio ar dos os das matrizes;
nos algoritmos de ordenagio; e principalmente na etapa de
solugio. Muitas propostas foram apresentadas nos dltimos

H d

anos para p to em maiqui com

res, € mais rec te alg para pr to velo-
rial. Neste sentido este trabalho buscou aproveitar este desen-
volvimento para propor uma nova metodologia que aproveita
as vantagens de duas metodologias anteriores, uma feita pro-
pri para proc te vetorial e outra que foi apre-
sentada para multiprocessamento, mas que se adapta perfei-
tamente bem para processamento vetorial. Com o uso das
vantagens de ambas a metodologia proposta traz ganhos em
relagio as anteriores, podendo ser de utilidade quando se
pensa um utilizar sistemas computacionais eficientes como os
j& implementados em algumas empresas de energia elétrica,
onde destaca-se o sistema mostrado na referéncia [1], mas que
deverd brevemente ser a realidade em todas as empresas preo-
cupadas com eficiéncia e qualidade no fornecimento de energia
elétrica.
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