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Neste trabalho trata-se da solução do problema clássico de um sistema de equações lineares 
esparsas Ax = b. Na análise de sistemas de energia elétrica, este problema surge no cálculo de fluxo 
de potência, estabilidade transitória, transitórios eletromagnéticos e outros de sistemas de energia 
elétrica. A utilização de computadores vetoriais é considerada, sendo que analisá-se a utilização da 
metodologia da matriz de fatores inversos W com particionamento. Recentes artigos propuseram e 
testaram esta técnica na etapa solução do problema. Analisa-se aqui estes métodos e propõe-se uma 
nova metodologia para resolver equações algébricas esparsas utilizando processamento vetorial. 
Palavras Chaves: Esparsidade, Processamento Vetorial, Fluxo de Potência, Estabilidade Transitória. 

METHODOLOGY FOR SOLUTION OF SPARSE ALGEBRAIC EQUATIONS 
ON VECTOR COMPUTER 

ABSTRACT 

This paper deals with the classic problem of sparse matrices Ax = b. This problem is present in 
power systems studies such is power How, transient stability, electromagnetic transient and others. 
The uses of vector compu ter have been discussed for utilization of factor inverse matrix methodology 
with partitioning. Recent papers have presented and discussed the problem solution using this 
methodology. These methods are analysed and are described , showing one new methodology for 
solution of sparse algebraic equations. 
Keywords: Sparsity, Vector Computing, Power Flow, Transient Stability. 
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1. INTRODUÇÃO 

O desenvolvimento doe computadores de alto desempenho 
tem estimulado u empresas de energia elétrica a imple.men· 
tuem Ntemu computa.cionait, que poaam resolver muito 
mais rapid&mente problemas de &n!Hse de aistema.s de ener· 
gia elétrica. Muito. destes problemu, como por exemplo 
cálculo de estabiUdade tra.ntitória, requerem muito tempo de 
simulação pua ettudo de apenu um cuo, nos computadores 
tradicionais. Nestes problemu apa.rece a. etapa de solução de 
um conjunto de equações algébricu lineuea e eapanu, que 
devido ao alto grau de eapa.raidade ~ resolvido com técnicu 
de proyama.çi.o de matrizes espanu. Raolver de forma. mais 
eficientes problemu como esta e' motivo para eatudoe de no. 
voe alsoritmoe, e pa.ra utiliz&(io de computadores mais pode­
raoo. 

Uma configuração pou{vel de centro de proceaa.mento de 
alto desempenho ~ a mostrada em [1], que pouui um super· 
computador (com capacidade de proceanmento vetorial) e 
uma. rede de estações que utilizam o mesmo ai1tema. opera.· 
cional. Desenvolvimento como este auxiliam em muito noe 
problemu de a..n!lia.e de aistemu de energia el~trica.. Por ou· 
tro lado o aparecimento de novos algoritmos pa.ra. resolver 
aialemu eaparaoa de equações alg~bricu, como o m~IOdo de 
vetorea COpUIOOI [2], o mHodo de malrises W [3) e m~lodoo 
de particionamento de malriseo [4], [s), [6), lêm eolimulado o 
intereue em implementa.r pro&ra.mu cada. vez maia eficientes 
para c:ompuladoreo muhiprocesaadoreo [S) [6) e compuladoreo 
vetoriais (7) [8). 

Depoia de uma reviaio na. formul~i.o geral, noe concei· 
t01 búicoe de ma.trizea W, e uma. a.ni.lite du m&is recen· 
tea metodologju para. reaolver aiatemu eapa.r101 de equa.çõea 
al&ibricu em computa.dorea vetoria.i1, est.e trabalho apresenta. 
um algoritmo para aoluçio de equ~õea de redeo de energia 
el~lrica. 

2. FORMULAÇÃO GERAL 

Mui te. problemu de W temu de energia. el~trica. necesai· 
ta.m reaolver um conjunto de equa.çõea alg~bricu que é posto 
na. ~eguint.e forma.: 

(I) 

onde A~ uma. ma.triz eapa.raa. e sim~trica., o vetor z: ~a. .aluçào 
deteja.da. e 6 ~ um vetor conhecido. 

A matriz A~ fatora.da como A= LDL 1
, onde L é uma. ma· 

tria tria..ngula.r inferior com diaaona.l unitúia. e D é uma. ma.tri1 
diagonal. A aoluçio do oiolema ~obtida em lrb p....,.: oubs­
tilui~io "forward" (L• = b), divioio pela diagonal (Du = •) e 
ouboliluiçio "backward" (L'• = %). Nealu ouboliluiçõea aio 
feilu opera.;õea elemenlr.res (multiplica.;ào-adiçio) em uma 
cerla ordem (rela<;õea de precedência). O c'lculo da matris 
L ~ precedido de uma ordenação du linhufcolunu da m .. 
triz A, geralmente, com objetivo de reduzir o aparecimento 
de nov01 element01 diferentes de sero ("fiU·ins•). 

Pod .. .., lambt!m calcular r. aolu~io de (I) uoando·oe malri· 
zeo de fatores inveraoo W = L -• (3). Assim a aoluçio fica: 
,. = Wh, r= D-1 z e z: = W'l'· A diferença. em rela.t;io a. 
.aluçio anterior~ que aaora. aio uaa.du opera..c;õa matriciais. 

Àa vezes pode ser conveniente agrupar alguma.s operac;;ões 
vizinbu como, por exemplo, u operações correspondentes 

a. uma. coluna. ou linha da. matriz A. Neste cuo pode.te 
expreua.r L como: L = La ~ ··· L,., onde L, é uma ma.· 
tri1 identidade exceto na Í·~ima. coluna. que conLém a. co­
luna i de L, e que corresponde ao aJI>pamenlo de lodaa aa 
tran.Corma.ções elementa.rea necesaúiu para. processar a. co­
luna i de A. Conaequentemente pode-se expressar W como: 
W = L-1 = W" ·· · w,w., onde W, = L-;1 e portanto tem 
01 mesmo. element01 fora. da diagonal que L., apenas com oe 
sina.iJ trocados. Deve ser notado que L, e W, correapondem 
ao proceaa&mento de um n6 da. rede elétrica.. 

Particionamento da MatrjJ W 

Pa.rticionu uma. matriz W (ou a matriz L ae for o caso) ai&· 
nifica agrupar W, ou W,' adjacenleo de la! modo a realizar u 
correspondentes ope:ra.çõet: em bloco. Cada. bloco de colunu 
(ou linhaa) ~chamado de uma partição da mr.tris. Assim: 

~ a w:,.w;, .. · W!,.D-1W,.11 •• • W1,W1,.6 (2) 

onde lVtr w,,. e W ,., representam u operações correaponden· 
lei l pa.rtição 1, partição 2 e putic;ão n, respectivamente. 

A aoluçio pode enlio ser obtida em 2np el&pu oeriaia (não 
conaidera.ndo a di&&onaJ) partindo-se da. direita. para. a. e. 
querda, com paralelismo dentro de cada partição. Alguns 
trabalboo ((4), (7) e [S))Iêm ealuuuu metodolgia na etapa de 
aoluçio pua. uo de computa.doret de alto desempenho. 

3. ESQUEMAS DE PARTICIONAMENTO 

As rela..c;õa de precedência. entre u linhas/colunas du ma· 
trizes L ou W podem ser poetu em um grafo dos caminhos 
de falor~io da matris A [2). A fim de verificar ealaa rela<;õea 
conaidere.se a. rede exemplo da. Figura 1, que gera. o grdo 
da Fisura 2. depoio de uma ordenação ML-MD [9). Ea!a or· 
denaçio leva em consideração a profundidade ("lenglb" ou 
"depth• ) de cada. nó no grafo de (alora.A;âo como primeiro 
crit~rio de eacolha., quudo dois nós empatam o desempate é 
fejto considerando-te o número de nós vizinhoa. Diferentes 
ordenações podem produzi r diferentes gra..foa de fa.tora.A;io e 
também altera.r o número de elementoe tLfill·ins• em L. 

10 ·9 
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12 11 

Figura I • Rede 20 nós 
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a 2 p<O(. 

Ficura 2 • Árvore da. caminhoe de fatoração 

A principal id6a da abord&Sem da mal ri• W ~ lenlar eli· 
minar u rela.çôet de precedência du operações elementares 
duru.te o procet10 de subttituiçio. Nota,..ee que na Mfor· 
wud" uaa.ndo W, todu u operaçõee de muh.iplica.çio po· 
dem Kr feitu independentemente uma du outru, mu infe-­
lismente u oper~õee de a.djçào nio podem aer feitu aimul­
taueament.e. Compa.ra.udo esta soluc;io com u aoluçõa que 
uaam u opera.c;õa elementa.rea como tuefa, percebe-te que u 
opert.(Õee de multiplica.çlo eatão relacionadu com u rela.çôel 
de preced~ncia e u operações de adição com u relações de 
nio-•imultoneidode. Deat& forma uaa.r a inversa da matriz L 
eianifica quebrar todu u rela.çõee de precedência, permane-­
cendo porim u rela.c;õet de não-•imultoneiclode. O cua\.o da 
quebro du relações de precedencia ~ um trabalho ex\ra, poi1 
'a matria W nio i tio eapuaa quanto a matriz L. Eatea novo. 
deme.otoe nio-sero. aio "fiU-ina• adidonaia que, sendo nume-­
roeoa, podem contrabalançar o ganho obtido com a realiaaçio 
du mulliplicaçõeo em paralelo [12). 

Uma du preocupações ao particionar a malriz W ~ nio 
gerar muito. •tiJJ-in.a" adicionais, o que pode compromet.er o 
d-mpenbo da ooluçio. Neole .. nlido, a referência (4) propõe 
h& eequemu de partidonamenlo da matria W que permi­
tem conhola.r o apa.recimenlo de •fiU-ina• adicionais. Estes 
eoqaemu aio bueadoo na profundidade doo nóo no grafo de 
faloraçio. Se 01 nóo de meoma profundidade tio ordenadoo 
em. eequênda, entio ao agrup6,..loe numa partição p, nio aur· 
prio "fill-ina• ad.icionw neo\a puliçio. 

O. alsorilmoo de puticionarnenlo descriloo em (4) lêm 
como caracterlaticu: 

o Alsoritmo PAI - nenhum "fill-in" adicional ~ permi· 
tido e nenhum dlculo exlra é feilo pua oblençio du 
parliçõeo W. Fu-ae o puticionarnenlo &Srupando nóo 
de uma me.ma profundidade. 

o Alsorilmo PA2 · nenhum "fill· in• adicional~ permilido 
e aio nece81úiu alsumu multiplicações entre W, vi· 
sinbu pua obler u parliçõeo W . Eole algoritmo usa 
q me.mo critério de PAl, maia uma (unção para veri­
ftca.r H u poeiçõea onde aur&iria.m potenciais •ruJ-ina" 
j' eolio preenchidu. · 

• Algorilmo PA3 - uma porceni&Sem de "fill·int• adici­
onw ~ permilida por part.içio, .. ndo neceuário mui· 
liplicaçõeo en\re w, pua obler u partições W . Uta 

todoa oe cri~rioe de PA2, e conta o número de .. fill· 
ina" adicionai• comparando-o com uma. porcenta.sem 
pr~determina.da. 

Os doia primeiroe algoritmos t.êm como vanta.gem o fa.to 
que nio criam trabalho extra., mas geram muitas partições, 
aignificando muitos puaoe sequenciais e a maioria deles com 
pouco trabalho a .. r realizado. O algoritmo PA3 pode geru 
poucu partições ,. uma gr&nde porcent&Scm de trabalho ex­
tra for permitida.; mesmo aasim algumu pa.rtic;:ões podem ser 
muito pequenu. 

A rderência (7) tamWm apresenta um esquema de particio­
namenlo, bueca.ndo não gerar nenhum "'fill-in• adicional. Eete 
esquema~ semelhante ao PA2, mu com um crit~rio butant.e 
timplee pa.ra verificar ae ao agrupar nós de profundidades di­
!erenta nio surgirão novos elementos. O crit~rio consiste em 
verificu o grau de cada nó depois de uma ordenac;:ão MD (o 
cláatico esquema 2 de Tinney [lO]). 

Oulra propoata apr ... ntada em (5} tamWm uta a id~ia 
de particiona.r w baseando-se na árvore doe ca.rninhoe de r .... 
toraçio, mu o faz de uma maneira completamente diferente 
e com outros objetivos. Este esquema. consiste em partici­
ona.r a matriz levando em consideração a profundidade dos 
n6e, e busca que6ro1' rela.çõea de precedecencia du pequenas 
partições (úllimu), da aeguinte forma: 

o cada parliçio ~ uaociada & um& profundidade da 'rvore 
de (a.tora.c;io, ou seja, a. pa.rtic;:io p corresponde a todos 
01 nóo de profundidade p; 

• o pa.rticionamento prossegue até ser atingida uma. prc>­
fundidade eacolhida (chamada profundidade de corte) e 
ent.io todoe oe: n68 remanescentes sio reunidos em uma 
única partição (chamada de última partição). 

A eocolha da profundidade de corte ~ heurlt tica e nio ~ 
crítica., poia o número de folbu por profundidade decrescera~ 
pidamente. 

A Figura. 3 mostra. a. ea:trutura da matriz W pa.ra a. rede 
20 nóo ordenada pelo esquema ML-MD, com 3 partições obti· 
du atra.v~ deste particionunento. Outra..s ordenações como 
& MO [10), ou MDMNP (li) geram eotruturu diferenles. 
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Como esperado nu duas primeiru putic;ões aio t urgiu ne­
nhum novo elemento ni«>-zero, enquanto que na última apa.re­
ceu apenas um •fiU-in• adicional. Deve ter notado que todu 
u informações neceuúiu pua o puticionamento podem eer 
obtidu da árvore de fatoração da rede, e que eomente a dltima 
putiçio requer cÃiculoe extru pua aua obtenção, como de­
talha4o em [13]. 

De acordo com este esquema de pa.rticionamento pode-ae 
agora escrever a equação (6) como: 

" = w,·w~-- - W!D;;,D;~w • ... w,w,b (3) 

onde u opera.ções com a dia.gonal D-1 aio aaora divididu em 
D;~1 , referente U primeiru (p- 1) partições e D;~, referen te 
1 última putição. 

Como u opera.;õea correepondenh~• à última partic;io não 
tem relação com u operações de D;;,, a equação (8) pode 
ser reeacrita. como: 

" = w:w; ... w!_, D;;, w.,w._, ... w,w,b (4) 

onde w., = W!D:,! Wn e' calculada de forma que u 
operaçõa correspondentes a "' (orward". diagonal e 11ba.ck· 
ward• desta úhima p&rtic;io aio (eitas de uma s6 vn. sendo 
portanto calculada a matriz W.,~ que &&ora i cheia. Nesta 
ma.triz aparece adicionais elementoe di(erentea de suo, o que 
a. primeira vista pode parecer uma deava.nta&em. 'mu Çtte 
trabalho extra i que permite explorar diretamente procea&· 
mento vetorial na parte men01 a parta da. matriz. 

3. PROCESSAMENTO VETORIAL 

A referência [7] propõe uma solução usando matris .. de 
fatores inverl08 W com putiáonamento, sem gerar nenhum 

novo elemento diferente de zero (portanto preaerva.do a e. 
paroidade de L). Oboerva-se que todao u operações de ca4a 
coluna podem ter realbadu de forma vetorial , porim cada co­
luna contim poucos element.oe diferente~ de z.ero, acuretudo 
vetorea multO cu.rtoe e, ua:im de pouco efiáênáa pa.ra proce. 
aamento vet.orial. Not .... te ainda que todu a.s oper~ de 
multiplicaçio dentro de uma partic;io podem aer feitu aem 
nenhuma rela.c;io de precedencia e isto, levou a colocu 01 
element.OI de cada partição em um lonao vetor. Podeodo-ee 
entio, realita.r todu u multiplicações de uma. mesma partição 
uaa.ndo oe recuraoe de proceuamento veLorial. As oper&(Õea 
de adição continuun sendo (eitu de (orm• eocalu devido u 
relaÇões de nio-simultaneidade. 

Recente publicação [8] usa ma~riz W com aa meomu dir.,. 
triza de puticionunento de (7], mu implementa uma meto­
dologia de armazenamento de cada. pa..rtiçi.o que torna ma.i& 
eficiente a soluc;ão vetorial dentro de cada partição. São cri· 
a4u poeudocolunu dentro de ca4a putição, veja Figura 4, 
obtendo--te colunas den1u que aio então procea.a.du veLori· 
almente. 
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Figura -4 • Forma.c;i.o du J)M:udocolunu 

O número máximo de element.oo por linha em ca4a pu tição 
determina o número máximo de poeudocolunu desta putição, 
tendo que em aistemu reais eate número i pequeno, conforme 
not&.-ae pelas 'n..belu 1 e 11 1 que m01tr1..m estes númerOI para 
uma ordenação MLMD, com o puticionunenlo de (5]. Neatu 
tabelu são feitos v '-rios puticionunentoo com a finalida4e de 
verificar o tamanho da última putic;.ão, utiüsando o aittema 
teole IEEE-118 com 118 buru, e o sistema. aul-sudeate brui· 
leiro com 1729 buru. O tunanho de ca4a pulição pode oer 
obeeva.do na Tabela 111, que ml)&tr& tamWm que a orde.n•ç&o 
MLMD ~mais a4aqueda pua .. te puticionunento de W, por 
&erar partições maiores no Cnicio e criar •filt·in.a" na.s put.içõee 
que formarão a última que aer' uma. matri1 cheia, de acordo 
com o particionamento que pretende---se uaar. 01 número. en­
tre colchetes indicam 01 elementos diferentes de zero ori&inais 
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na matriz L, e os númeroe entre pa.renteses indicam 01 Mfill­
in.a• &eradoe por ca.da. ordena.c;;i.o. 

Tabela I - Siolema com 118 buru 
Parli~ild 

p....,. 2 3 4 s 6 7 
teriail 

I (W.) 4 4 4 4 4 4 
2 (W,) - 4 4 4 4 4 
3 (W,) - - 4 4 4 4 
4 (W,) - - - 3 3 3 
s (W,) - - - - 2 2 
6 (W•) - - - - - 2 
7 (W.,) 62 35 22 14 10 8 
8 (W:) - - - - - 8 
9 (W~) - - - - 9 9 

lO (W:) - - - 6 6 6 
11 (W1) - - 6 6 6 6 
12 (W;) - 3 3 3 3 3 
13 (W,'Í 3 3 3 3 3 3 

lotai 69 49 46 47 54 62 

Tabela 11 - Sialema com 1729 barru 

Parti~ild 
p....,. 4 5 6 7 8 9 
seriais 
I (W,) 9 9 9 9 9 9 
2 (W,) 7 7 7 7 7 7 
3 (W,) 5 5 5 s 5 5 
4 (W,) - 4 4 4 4 4 
5 (W,) - - 4 4 4 4 
6 (W•) - - - 4 4 4 
7 (W,) - - - - 4 4 
8 (Wo) - - - - - 3 
9 (W.,) ~2114 97 72 56 46 

l O (W;) - - - - - 17 
11 (W:J - - - - 15 15 
12 (W:) - - - lO lO lO 
13 (W~) - - 10 l O lO lO 
14 (W: ) - 9 9 9 9 9 
15 (W;) 7 7 7 7 7 7 
16 (W;) 7 7 7 7 7 7 
17 (WÍ) 6 6 6 6 6 6 

lotai 6 19 16 15 157 167 

Tabela 111 - Di•lribuição du colunu nu diferentes 
profundidades. 

118-b&rras 179 1729-buru 2154) 
!Pro( MU MLMU IM~8~,.- MD IMLMU :MDMNP 

(86) (122) 1201) I (17321 (1211) 
o 48 56 52 807 956 875 
I 25 27 26 347 380 364 
2 11 13 12 184 172 168 
3 6 8 8 107 78 98 
4 6 4 5 68 46 57 
5 5 2 3 45 25 37 
6 3 I 3 34 16 26 
7 3 I 2 24 lO 20 
8 3 I 2 18 7 l i 
9 2 I 2 15 4 8 
lO I I I 9 4 7 
11 I I I 8 3 6 
12 I I I 7 3 5 
13 I I 5 3 3 
14 I 3 3 3 
15 I 3 2 3 
16 3 2 2 
17 3 2 2 
18 2 I 2 
19 2 I 2 
20 2 I 2 
21 2 I 2 
22 2 I 2 
23 2 I 2 
24 2 I 2 
25 2 I 2 
26 2 I 2 
27 I I 2 
28 I I I 

pro(. 
max 15 13 12 47 30 41 

O fato de poder-se cria.r pouca.s pseudocoluna.s nu primei­
tu pa.rticOea, por exemp)o 4 pua a. primeira partição do sis­
tema 118 que contém 56 colunu originais, moetra. a eficiencia 
desta tknica. de &rmazenamento para. o processamento vete> 
ria! . 

4. METODOLOGIA PROPOSTA 

Neste trabalho propõe-se utiliza.r o pa.rticiona.mento de [5), 
com a técnica. de criu e armuenar p~udocolunu pa.ra. u 
primeiru putic;ões, e quando u eatu tenderem a ficar com 
poucu colunas a.grup'--lu em uma. única. pa.rtiçio, obtendo-se 
uma ma.tri'l cheia que substituir' u etapu tradicionais: "for· 
wa.rd• e "'ba.ckward• pa.ra. a.s colunu asrupa.da.a. Aaim a me-­
todologia buaca aproveitar o bom desempenho da propoala da 
referência [8), que foi desenvolvida buscando não criar h a.ba· 
lho adicional e que notadamente~ boa para. partições grAndes, 
mu cria. vetores curta. pua u pa.rtic;ÕCI com poucu colunu, 
que são muitu no. problemas de redes elét.ricu. Neste ponto 
butea-Je explorar a.. vantagem de outra metodolo&i• feita pua.. 
mult.iproceuamento, mu que 1e adapta perfeitamente bem 
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para proceuamento vetorial, que f: o &&rupamento em um& 
matri'& cheia. Desta forma a. aoluçio tem a.aora. os seguintes 
puaoo: 

o orde~ação MLMD; 

o fatoração LDU; 

• formação da matrit W particionada de acordo com [S), 
levando em conta u cua.cted1licu do computador pua. 
escolher o tamanho da última partição (W.,); 

• forma.r peeudocolunu para u p- 1 partiçõel e adaptar 
o vetor 6 pua u pteudocolunu; 

• obtenc;io da soluc;ão com as peeudocolunu e a pa.rtiçio w., de forma vetorial. 

Na oolução de problemas como estabilidade tranait6ria, 
tra.nait6rios eletroma.aniticoa e outr01, 01 primeiroe quat.ro 
paaaoe são realizados a.penu um& vez para centenu de ve­
zea que se fu o último pauo, da( a grande importi..ncia de 
conseguir·ae ga.nho nesta etapa.. 

5. CONCLUSÕES 

Re.olver problemu de redet elétricu com t.écnicu de pro-. 
gra.m&çi.o de matri1.et esparsas em computadores de alto de-­
sempenho, exise mudançu significativu : na. forma como tra· 
dicionalmente aio armazenados os elementos du matrizes; 
nos al&oritmoe de ordenação; e principalmente na etapa de 
aolu(âo. Muitu proposta.s fora.m apresentadas nos últimos 
anos para proc:eu amento em miquinu com muhiproceua.do­
res, e maia recentemente algumu pa.ra processamento veto­
rial . Neste sentido este trabalho buscou aproveitar este desen­
volvimento pua propor uma. nova metodologia que a.proveit& 
u vantagens de duu metodologiu anteriores, uma feita pro­
priamente para processamente vetorial e outra. que foi apr~ 
sentada para muhiproceasamento, mu que ae adapta. perfei­
tamente bem pua processamento vetorial. Com o uao du 
vantagens de ambu a. metodologia proposta. tru ganhos em 
relação às anteriores, podendo oer de utilidade quando ae 
pensa um utilizar sistemas computacionai1 eficientes como os 
já. implementados em aJgumu empreau de energia elc!:triu, 
onde desta.ca-se o sistema mostrado na referência {1), mas que 
deverá brevemente ser a realidade em todu u empretu preo­
cupadas com eficiência e qualidade no fornecimento de energia. 
elé trica. 
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